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0. Introduction 

0.1 Contexte et motivations 

Depuis les travaux de John Tate dans les années 1960, les théorèmes de dualité 
arithmétique pour la cohomologie galoisienne des groupes algébriques commuta¬ 
tifs sur des corps locaux ou globaux ont joué un rôle central en arithmétique. Les 
groupes algébriques concernés sont divers : les groupes huis, les tores, les variétés 
abéliennes. Rappelons brièvement les résultats portant sur ces dernières. 

Dans le cadre local, Tate montre en 1958, dans l’exposé |Tat58] . qu’étant don¬ 
née une variété abélienne A sur un corps p-adique k de variété abélienne duale A^, 
il existe un accouplement canonique H^{k, A) x H^{k, A^) —)■ Br(fc) = Q/Z qui met 
en dualité parfaite le groupe prohni H^{k,A) et le groupe de torsion H^{k,A^). 
Dans le cadre global, en généralisant des travaux de Cassels pour les courbes el¬ 
liptiques, il construit pour chaque variété abélienne A sur un corps de nombres 
K de variété duale T* un accouplement T) x T*) —)■ Q/Z puis 

annonce au Congrès International des Mathématiciens de 1962 t |Tat63] j la non- 
dégénérescence de ce dernier modulo divisibles. Ici, III^(iL, A) désigne le groupe de 
Tate-Shafarevich constitué des classes d’isomorphismes de torseurs sous A triviales 
dans tous les complétés de K. Des résultats analogues ont aussi été établis pour 
les variétés abéliennes sur ¥p{{u)) et sur ¥p{u) (Remarque 1.3.6 et Théorème 1.6.13 
de |Mil06| ). 

Par ailleurs, ces dernières années, nous avons été témoins d’un regain d’intérêt 
pour les théorèmes de dualité sur d’autres corps de caractéristique 0 que les corps 
p-adiques et les corps de nombres. Citons par exemple les travaux de Scheiderer et 
van Hamel (jSvHÜSj) et Harari et Szamuely t |HSzl3) j pour Qp{{u)) et Qp{u), ceux 
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de Colliot-Thélène et Harari f |CTH14] i pour C((t))((«)) et C{{t)){u), et ceux de 
l’auteur ( |Izql4| ) pour les corps de la forme k{{u)) et k{u) avec k = Qp((ti))...((td)) 
ou A; = C((ti))...((trf)). Cependant, aucun de ces travaux ne porte sur les variétés 
abéliennes. En fait, à la connaissance de l’auteur, on ne dispose jusqu’à présent 
que de résultats pour les variétés abéliennes sur C((u)) et C(m) ; cela remonte à des 
travaux de Ogg dans les années 1960 ( |Ogg62| ). Le but du présent article est donc 
d’établir des théorèmes de dualité, analogues à ceux de Tate rappelés ci-dessus, 
pour les variétés abéliennes sur les corps de la forme k{{u)) et k{u) avec k = Qp 
onk = C((f)), voire avec k = Qp((ti))...((td)) on k = C((ti))...((trf)). 

Remarque 0.1. Il est vrai qu’on peut déjà trouver des résultats similaires pour 
les variétés abéliennes sur Qp((ti))...((td)) dans |Koy00| , mais l’article en question 
contient un grand nombre d’erreurs et soit le théorème principal soit la principale 
proposition permettant de le prouver semble erroné (voir la remarque 15.18p . 

0.2 Organisation de l’article 

Cet article est constitué de 6 sections. 

La première partie permet de faire quelques rappels et d’établir quelques ré¬ 
sultats préliminaires. On y étudie notamment la cohomologie des tores sur des 
corps (dits d-locaux) de la forme C((fo))---((0)) ou Qp((t 2 ))---(( 0 )). 

La deuxième partie porte sur les variétés abéliennes sur C((fo))((ti)) et sur 
C((fo))(t). Voici les principaux résultats obtenus : 

Théorème 0.2. fthéorèmes \2.‘J\. \2.12\ et \2.2^ et corollaire \2.25\) 

(i) Soient k = C((fo))((ti)) et A une variété abélienne sur k. Soit sa variété 
abélienne duale. Les groupes H^{k,A) et {H^{k, A^)^)^ sont isomorphes modulo 
divisibles. Plus précisément, on a une suite exacte : 

0 ^ ^ H\k,A) {H\k,AY)^ 0, 

où m{A) est un entier naturel compris entre 0 et 4dimd dépendant de la géo¬ 
métrie de A. L’entier m{A) est nul si, et seulement si, la variété abélienne sur 
C((to)) apparaissant dans la réduction de A modulo ti a très mauvaise réduc¬ 
tion. Lorsque la fibre spéciale du modèle de Néron est connexe, le noyau de 
H^{k,A) —)■ {H^{k, A^)^)^ est un groupe contenant H^fik,A) qui peut être dé¬ 
crit explicitement : on le note A). 

(ii) Soient k = C((to)) et K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse 
géométriquement intègre X sur k. On note l’ensemble des points fermés de 
X. Soit A une variété abélienne sur K, de variété abélienne duale A^. Soit Z 
l’ensemble des v G tels que m{A K„) = 0. On suppose que, pour toute 
place V G X^^^ \ Z , la fibre spéciale du modèle de Néron de A Xk est connexe. 
Alors il existe une dualité parfaite : 


mHx,d)xmi„(d*)^Q/z 
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ainsi qu’un accouplement A) A^) —)• Q/Z dont le noyau à gauche 

(resp. à droite) est constitué des éléments de in^{K,A) (resp. ^4*) j qui 

sont divisibles dans (resp. Ici : 


U1\K,A):= Ker[H\K,A) ^ J] H\K,,A)], 

v&XW 


ml.(A‘):= Ktr[H\K,A‘)^ J] H\K„,A‘)I Hl,(K„,A‘) x'[Ih'(K,,A‘ 

V&XW\Z 


V&Z 


et, pour chaque groupe abélien B, B désigne le quotient de B par son sous-groupe 
divisible maximal. 


Remarque 0.3. L’énoncé précédent est moins général que les énoncés qui seront 
démontrés dans l’article : il est en fait possible d’affaiblir l’hypothèse de connexité 
des ûbres spéciales des modèles de Néron. On remarquera aussi que l’hypothèse ne 
concerne que les places de mauvaise réduction. 


Les parties 3 et 5 sont consacrées à une généralisation de (i) du théorème 
E2\ aux variétés abéliennes sur C((fo))---((0)) ou /c'((f 2 ))---(( 0 )) avec k' corps p- 
adique. Plus précisément, elles permettent de construire un accouplement entre la 
cohomologie d’une variété abélienne et la cohomologie d’un certain faisceau qui lui 
est associé puis ; 

• de démontrer que ledit accouplement induit toujours une dualité parfaite modulo 
divisibles Icorollaires 13.11 et 15.41 et théorèmes 13.41 et [5r7|l . 

• de déterminer quand c’est un accouplement parfait (sans quotienter par les sous- 
groupes divisbles) (corollaire 13.161 théorèmes 13.17115.171 et 15.211 et proposition 

• de calculer dans certains cas les noyaux à gauche et à droite de l’accouplement 
(théorèmes 13.231 et I5.29p . 

Les parties 4 et 6 sont consacrées à une généralisation de (ii) du théorème IÜ.2I 
aux variétés abéliennes sur k{X) où /c = C((fo))---((^d)) ou fc = k'{{t 2 ))...{{td)) avec 
k' corps p-adique et X est une courbe projective lisse géométriquement intègre sur 
k (théorèmes 14.7116.91 et 16.151 et corollaires 14.81 et I6.16p . 


Finalement, dans la septième partie, on s’intéresse à la hnitude du premier 
groupe de Tate-Shafarevich d’une variété abélienne sur k{X) où fc = C((fo))---((^d)) 
ou k = k'{{t 2 ))...{itd)) avec k' corps p-adique et X est une courbe projective lisse 
géométriquement intègre sur k. 


0.3 Remerciements 

Je tiens à remercier en premier lieu David Harari pour son soutien et ses conseils, 
ainsi que sa lecture soigneuse de ce texte : sans lui, ce travail n’aurait pas pu voir 
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le jour. Je suis aussi très reconnaissant à Jean-Louis Colliot-Thélène et à Tamâs 
Szamuely pour leurs commentaires et leurs remarques. Je voudrais finalement re¬ 
mercier l’Ecole Normale Supérieure pour ses excellentes conditions de travail. 

0.4 Notations 

Corps. Si l est un corps, on notera sa clôture séparable. Si de plus l est un corps 
de valuation discrète complet, on notera son extension non ramifiée maximale. 

Groupes abéliens. Pour M un groupe topologique abélien (éventuellement muni 
de la topologie discrète), n > 0 un entier et £ un nombre premier, on notera : 

• Mtors la partie de torsion de M. 

• la partie de n-torsion de M. 

• M{i} la partie de torsion ^-primaire de M. 

= M{p} où P décrit les nombres premiers différents de £. 

• le complété pour la topologie £-adique de M. 

• la limite projective des M/nM. 

• TeM la limite projective des (rM. 

• M^iv le sous-groupe divisible maximal de M. 

• M = M/Mdiv le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal. 

• le groupe des morphismes continus M —)■ Q/Z. 

Un groupe abélien de torsion sera dit de type cofini si, pour tout entier naturel 
n > 0, sa n-torsion est finie. La partie Uprimaire d’un tel groupe est la somme 
directe d’un Ugroupe abélien fini et d’une puissance finie de Q^/Z^. 

Faisceaux et cohomologie. Sauf indication du contraire, tous les faisceaux sont 
considérés pour le petit site étale. Soit r > 0. Pour F et G deux faisceaux fppf 
sur un schéma X, on note Ext ’yfF, G) (ou ExG (F, G) s’il n’y a pas d’ambigüité) 
le faisceau associé pour la topologie étale au préfaisceau T i—)■ Ext^^^^^(F, G). On 
rappelle qu’avec cette définition, la formule de Barsotti-Weil garantit que, si A est 
une variété abélienne sur un corps A;, alors la variété abélienne duale 4* représente 
le faisceau Extj !. 14. Gm 1 (voir par exemple le théorème IIL18.1 de |Oor66] ). Par 
ailleurs, en mimant les notations pour les groupes abéliens, on pose, pour F un 
faisceau sur un schéma X et Z un nombre premier, H^{X,TiF) = hm H^{X, inF) 
et H^{X, F{1}) = Ih^^ H^{X, pF). 

Catégories dérivées. Nous serons amenés quelques fois à considérer des catégo¬ 
ries dérivées. On notera alors — (8)^ — le produit tensoriel dérivé. 

Corps locaux supérieurs. Les corps 0-locaux sont par définition les corps fi¬ 
nis et le corps C((t)). Pour d > 1, un corps d-local est un corps complet pour 
une valuation discrète dont le corps résiduel est {d — l)-local. On remarquera 
que cette définition est plus générale que la définition standard. Lorsque k est 
un corps d-local, on notera ko, ki, ..., kd les corps tels que ko est fini ou C((t)), 
kd = k, et pour chaque i le corps ki est le corps résiduel de Zcj+i. On rappelle 








0. Introduction 


5 


le théorème de dualité sur un corps d-local k : pour tout Gal(A;^/A;)-module fini 
M d’ordre n premier à Car(fci), on a un accouplement parfait de groupes finis 
H'^ik^M) X Hom(M,/i®'’*)) —)■ = l^jnL. Ce théorème est 

énoncé et démontré dans |Mil06| (théorème 2.17) lorsque k^ ^ C((t)). Il se prouve 
exactement de la même manière dans ce dernier cas : en effet, il suffit de procéder 
par récurrence à l’aide du lemme 2.18 de |Miin6] . l’initialisation étant réduite à 
la dualité évidente i7^(/c_i,M) x Hom(M, Z/nZ)) —)■ Z/nZ) = 

Z/nZ pour le corps “ —1-local” k_i = C. 

Groupes de Tate-Shafarevich. Lorsque L est le corps des fonctions d’une variété 
projective lisse géométriquement intègre Y sur un corps l et M est un Gal(L®/L)- 
module discret, le r-ième groupe de Tate-Shafarevich de M est, par définition, le 
groupe m’'(L,M) = Ker(i7’'(L, M) ^ n.evd) 

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe de 
Brauer cohomologique H‘^{Z,Gm)- Si Z est une Z-variété géométriquement in¬ 
tègre pour un certain corps l, on note Bri(Z) le groupe de Brauer algébrique 
Ker(Br(Z) ^ Bt{Z Xi Z")). 

Cadre. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement 
nul), k un corps cZ-local et X une courbe projective lisse géométriquement intègre 
sur k. On notera l’ensemble de ses points de codimension 1 et iL son corps des 
fonctions. Lorsque ko est fini, on supposera que le corps ki est de caractéristique 
0 : autrement dit, ou bien ko = C((t)), ou bien d > 1 et Zci est un corps p-adique. 
Lorsque M est un Gal(iL^/iL)-module discret, on notera parfois ILI'’(M) au heu 
de mfiK, M). 


Cohomologie à support compact. Pour j : U ^ X une immersion ouverte et 
X un faisceau sur U, le r-ième groupe de cohomologie à support compact est, par 
définition, le groupe Hl{U,X) = H'^{X, j\X). On remarquera que, contrairement 
à la définition classique de la cohomologie à support compact, cette définition ne 
dépend pas du choix d’une compactification lisse de U (plus précisément, nous 
avons choisi X comme compactification lisse de Z7). 


Tores algébriques. On dit qu’un groupe algébrique T sur un corps Z est un tore 
si T Xi est isomorphe à pour un certain r > 0. On rappelle que le foncteur 

T T = Hom(T x Z®,Gm,z®) établit une équivalence de catégories entre les tores 
algébriques sur Z et les Gal(Z^/Z)-modules qui, en tant que groupes abéliens, sont 
libres de type fini. Si T est un tore sur Z, on appelle rang de T la dimension d’un 
sous-tore déployé maximal : c’est aussi le rang de H^{l,T). Par ailleurs, on dit 
qu’un tore T sur Z est quasi-trivial s’il est isomorphe à Ri/iGm pour une certaine 
Z-algèbre finie séparable L. 
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1. Préliminaires 

1.1 Groupes de torsion de type cofini 

Dans cet article, nous étudierons souvent la structure des groupes de colioniologie 
par des arguments de comptage. Ainsi, les lemmes qui suivent, qui ne sont que des 
exercices d’algèbre élémentaire, seront utilisés très souvent sans référence explicite : 

Lemme 1.1. Soient A et A' deux groupes de torsion de type cofini. Si \nA\ = \nA'\ 
pour tout entier naturel n, alors A et A' sont (non canoniquement) isomorphes. 

Lemme 1.2. Soit A un groupe de torsion de type cofini. Pour chaque nombre 
premier l, il existe un groupe fini et un entier naturel ri tels que A{F\ = 

Fl © fQ,i/'LiY^. De plus, pour tout entier naturel n, on a : 

_ TT privein) 

\A/n\ 

Ici, vi{n) désigne la valuation i-adique de n. 

1.2 Caractéristique d’Euler-Poincaré 

Proposition 1.3. Soit F un Gal{k^/k)-module fini. 

(i) Si kl) est fini et d> 2, alors x{k, F) = 1. 

(a) Si ko = C{{t)), alors x{k,F) = 1. 

Démonstration, (i) Notons k le corps résiduel de k et procédons par récurrence 
sur d. 

• Supposons que d = 2. On dispose de la suite spectrale F)) 

H'^^^{k, F), qui dégénère en une suite exacte longue : 

... ^ H%k^Y E)) ^ HYk, F) H\k^\ F)) ... 

On a donc x{k,F) = . Or H^(kA'^,F) et H^(kA'',F) ont même 

cardinal puisque Gal(fc®/fc"'^) = Z (cela découle aisément de la proposition 
1.7.7(i) de |NSW08) 1. Par conséquent, d’après le théorème 2.8 de |Mil06) . on 
a F)) = x(k, H^{k"''^, F)), et donc F) = 1. 

• Soit d > 2 et supposons que la proposition soit vraie pour tout corps (d — 

l)-local. Comme avant, la suite spectrale , F)) ^ H''^^{k,F) 

dégénère en une suite exacte longue : 

... ^ HYK,H\k^\F)) HYk,F) H\k^Y F)) ... 

On a donc x{k, F) = . Par hypothèse de récurrence, on a x(«, H^{k'^^, F)) 

x{i^iH^{k'^^,F)) = 1, et donc x{k,F) = 1. 

(ii) L’énoncé est vrai pour d = 0 puisque Gal(C((t))^/C((t))) = Z. On procède 
ensuite par récurrence comme dans (i). 


□ 
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1.3 Tores algébriques 

Pour commencer, on rappelle le lemme d’Ono, qui sera utilisé à de nombreuses 
reprises dans la suite ; 


Lemme 1.4. (Lemme d’Ono - théorème 1.5.1 de [Onodl^ ) 

Soient l un corps et T un tore sur l. Il existe un entier naturel non nul m, des 
l-tores quasi-triviaux Tq et R et un l-schéma en groupes fini commutatif F tels que 
l’on ait une suite exacte : 


0 ^ F ^ XiTo ^0. 

Proposition 1.5. Supposons que ko = C((t)). Soient T un tore sur k et p son 
rang, c’est-à-dire la dimension d’un sous-tore déployé maximal. On a alors pour 
chaque entier naturel naturel n : 

l■.r(UI _ 

\T(k)ln\ 

Démonstration. • Montrons d’abord la proposition pour T = Gm- On remarque 
que : 

\nGjn{k)\ _ |if°(fc,/in)| _ R 

\Gm{k)/n\ \H^{k,pn)\ \H^{k,pn)\' 

En notant K le corps résiduel de A;, on a une suite exacte : 

0 —y fin) —t H^(^k, fin) —^ 1j 77.Z) —v 0. 

On en déduit que \H^{k, fin)\ = fin)\. Par récurrence, cela montre que 

\H^{k, fin)\ = et donc que la proposition est vraie pour T = Gm- Cela 

entraîne bien sûr que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial. 

• On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non nul 
et Tq un tore quasi-trivial sur k tels que l’on a une suite exacte : 

0 ^ F ^ 72 ^ T™ Xfc To ^ 0 

avec F un schéma en groupes fini commutatif sur fc et iî un tore quasi-trivial 
sur k. Notons pu le rang de R. En passant à la cohomologie, on obtient une suite 
exacte : 

0 ^ F{k) R{k) T{k)’^ X To(fc) ^ H\k,F) 0. 

Comme F est fini, on déduit du lemme du serpent que : 

/ \nT{k)\ Y \nTo{k)\ _ \nR{k)\ 

[\T{k)/n\) "" \To{k)/n\ \R{k)/n\- 

Or nous avons montré que et On en 

^ |To(fc)/n| \R{k)/n\ 

déduit nnp I — dp 

aeuuiL que \T{k)/n\ ~ 

□ 
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Remarque 1.6. Lorsque est un corps fini de caractéristique p, on montre de 
manière analogue que ; 

\n'^m{k)\ ^ -d -[fci:Qp]Dp(n) 

\^m{k)/n\ ^ 

pour tout n > 1, et si P ne divise pas n : 

\nT{k)\ _ -Cîp 

\nk)/n\ 

pour tout tore T. Si de plus d = 1, alors ^ pour tout 

n et pour tout T. 

Proposition 1.7. Supposons que ko = C((t)). Soit T un tore de rang p sur k. On 
a alors pour chaque entier naturel naturel n : 

\nnk)\ 

\T{k)tors/n\ 

Démonstration. • La propriété est évidente pour T = G^- Elle est donc aussi 
vraie pour tout tore quasi-trivial. 

• On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non nul 
et Tq un tore quasi-trivial sur k tels que l’on a une suite exacte ; 

avec F un schéma en groupes fini commutatif sur k et R un tore quasi-trivial 
sur k. Comme F{k''^) est fini, on déduit une suite exacte : 

0 ^ ^ R{k^)tors ^ T”^{k^)tors X To{k%ors ^ 0. 

En passant à la cohomologie, on obtient l’exactitude de ; 

0 ^ F{k)tors ^ R{k)tors ^ T{k)Zrs X To{k)tors H\k, F {k%ors) ■ 

Or F{k^)tors est fini. Donc il en est de même du groupe H^{k, F{k^)tors), et il 
existe une suite exacte : 

0 —)■ F{k)tors R{k)tors ^ To{k)tors —)■ Q —)■ 0, 

où Q est fini. En notant le rang de R, on déduit du lemme du serpent que ; 

/ \nT{k)\ y ^ \nTo{k)\ ^ \nR{k)\ 

\^\T{Jî^lors/^\ ) \To{}S)tcyrs/‘^\ \R{k')tors/'^\ 

Or nous avons montré que On en 

^ \To{k)tors/n\ \R{k)tors/n\ 

déduit nue I — 

ueuuiL que \T{k)/n\ ~ ■ 

□ 
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Remarque 1.8. (i) Comme T{k)tors est un groupe de torsion de type cofini, on 
déduit de la proposition précédente que T{k)tors = F ® (Q/Z)^ pour un certain 
groupe abélien fini F dépendant de T. 

(ii) Lorsque fco est un corps fini de caractéristique p, on a = 1 pour tout 

tore T puisque T{k)tors est fini. 

Proposition 1.9. Supposons que ko = C((t)). Soit T un tore de rang p sur k. 
Soit r > 1. On note Cr^d = 0 si r = 1 et si r > 1. Il existe un groupe 

abélien fini F (qui dépend de r et de T) tel que : 

H^{k,T) ^ F ® 

De plus, si T = Gm (ou si T est quasi-trivial), alors F = 0. 

Démonstration. On procède en deux étapes : 

(A) Montrons d’abord la proposition pour T = Gm en procédant par double ré¬ 
currence sur d et r. Pour d = 0, la proposition est vraie par les théorème de 
Hilbert 90 et par dimension cohomologique. Supposons-la donc vraie pour un 
certain d > 0, et considérons k un corps d -|- 1-local. 

• Pour r = 1, on a bien H^{k, Gm) = 0 par le théorème de Hilbert 90. 

• Pour r = 2, si l’on note k le corps résiduel de k, on a pour chaque n > 1 la 
suite exacte (voir le paragraphe 2 de l’annexe du chapitre H de |Ser94) i : 

0 —y /ijj) —y H‘^(^k,Pn) —t II^(^K,'^/n'Æi) —}■ 0. 

Comme pn) = Gm), Pn) = Gm) et Z/nZ) | = 

d’après la preuve de la proposition précédente, on obtient que Gm) | 

n'^~^^\nH'^{k,Gm)\ = 2 ) = 2 ). On en déduit que H‘^{k,Gm) = 

Q/z("î'). 

• Supposons que l’on ait montré que H''{k,Gm) — ^ ^ pour un certain 

r > 2. On a alors la suite exacte : 

0 ^ H'^+\K,Pn) H^^^{k,Pn) HyK,Z/nZ) 0. 

Par hypothèse de récurrence, les groupes Gm), H^{k, Gm) et Gm) 

sont divisibles, et donc on a pn) = nH^~^^{K,,Gm), pn) = 

nH^^^{k,Gm) et dd''(/î, Z/nZ) = H''{K,pn) = nH''{K,Gm)- On en déduit, tou¬ 
jours à l’aide de l’hypothèse de récurrence, que \nH^~^^{k, Gm)| = n(’'+i)’'"( ) = 

77,(’-+i), et donc que H^~^^{k,Gm) — Q/z(’'+i). 

Cela achève la démonstration de la proposition pour T = Gm- Le lemme de 
Shapiro montre alors que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial. 

(B) On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non 
nul et To un tore quasi-trivial sur k tels que l’on a une suite exacte : 


0-)-F^-R-)-T™XfcTo-)-0 
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avec F un schéma en groupes fini commutatif sur /c et iî un tore quasi-trivial 
sur k. Notons pfi le rang de R. En passant à la cohomologie, on obtient une suite 
exacte : 


H^{k, F) H^{k, R) H^{k, T)^ X H^{k, Tq) ^ F). 


Comme F est fini, on déduit du lemme du serpent que ; 

/ \nH''{k,T)\ y Ui7’-(fc,To)| \nH^{k,R)\ 

\\H^{k,T)/n\) ^ \H''{k,To)/n\ \H''{k,R)/n 


Par conséquent ; 


( \nH^{k,T)\ 
\\H^{k,T)/n 


m 

— PR~^^p) j^^r,dPR'^ —— iY-^R^^r,dP 


et on a ^ On en déduit que H'^{k,T) = F © Q/Z^’-x/’ pour un 

certain groupe abélien fini F. 

□ 


Remarque 1.10. Lorsque ko est un corps fini de caractéristique p, on montre de 
manière analogue que, pour r > 3 : 

InH'^jk, Gm)| ^ J _ (d-l)[ki:Qp]vp{n) 

\Hr{k,Gm)/n\ ^ 

\nH''{k, Gm)\ ^ c,_i,d-2[fcvQp]t'p(n) 

\H^{k,Gm)/n\ 

pour tout n > 1, et si P ne divise pas n ou si d = 1 ; 

\nH\k,T)\ ,, 

\H^{k,T)/n\ 

\nH^{KT)\ 

\H^{k,T)/n\ 


pour tout tore T et tout r > 3. 

Proposition 1.11. Supposons que ko = C((t)). Soit T un tore de rang p sur k. 
On a alors pour chaque entier naturel naturel n : 

\nH^{k, T[k^)tors) I _ {d+l)p 
\m{k,T{k^)tors)/n\ ~ 

Démonstration. Pour T = Gm, on a H^{k,pn) = nR^{k,Gm{k^)tors), et donc 
H^{k,Gm{k^)tors) — La formule est donc vraie pour les tores quasi- 

triviaux. En procédant comme dans les propositions précédentes, on obtient le 
résultat désiré. □ 
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Remarque 1.12. Lorsque ko est un corps fini de caractéristique p, on montre de 
manière analogue que ; 

\nH (fc, Grnjk )tors)| _ _ [ki:Qp]vp{n) 

\H^{k,Gra{ks)tors)/n\ 

pour tout n > 1, et si P ne divise pas n : 

UH\k,T{k%ors)\ 

\H\k,T{ks)tors)ln\ 

pour tout tore T. Si de plus d = 1, alors 

\nH^{k,T{k'^)tors)\ _ dp [fci:Qp]dimr-!;p(n) 

\m{k,T{K)t^s)/n\ ^ 

pour tout n et pour tout T. 

Plus généralement, si r G N, z G Z, £ est un nombre premier différent de p et t G N, 
âjlors * 

\itH^{k,Qi/Zf{i))\ _f sirG{z,z + l} 

|R-(fc,Q,/Z,(z))/P| “ \ 1 sinon, 

jetH’’(k,h^^^sT(k^) (^Z/eZ(iy)j f £tCi+i,a-iP ^ e {i + 1, i + 2} 
lH^(k,h^jsT(k^)<3Z/£^Z(i))/£*l ~ { 1 sinon. 


1.4 Variétés abéliennes 


1.4.1 Réduction des variétés abéliennes 

Soient l un corps local et A une variété abélienne sur /. Notons A le modèle de 
Néron de A et Aq sa fibre spéciale. Soit 4 q la composante connexe du neutre dans 
Aq. On rappelle que Aq/Aq est un groupe algébrique fini et qu’il existe une suite 
exacte : 

0 -)■ X/ T ^ -)■ R -)■ 0, 

où U est un groupe abélien unipotent, T un tore et B une variété abélienne. Dans 
le cas où l est de caractéristique résiduelle nulle, U est une puissance de G^. 

Définition 1.13. On dit que A a très mauvaise réduction si T = 0 et B = 0. 


Théorème 1.14. (Théorème de Ogg - Théorème 1 de I0gg62 j) 

Soient l un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A une variété abé¬ 
lienne sur l{{t)). Soient A le modèle de Néron de A et Aq la fibre spéciale de 
A. Soit 4q la composante connexe du neutre dans Aq. On considère une suite 
exacte 0 ^ U Xi T —)-4q—)-R—)-0 où U est une puissance de Ga, T est 
un tore et B une variété abélienne. Soient r la dimension de T, s la dimension 
de U et e = r + 2s. Alors H^{l,A) = En particulier, le groupe 

H^{l,A) = est nul si, et seulement si, la variété abélienne A a très 

mauvaise réduction. 


Définition 1.15. On appellera e l’entier de Ogg de A. 











12 


Diego IZQUIERDO 


1.4.2 Variétés abéliennes sur un corps fini 

Soit F un corps fini de caractéristique p et de cardinal q. Soient ^ un nombre 
premier différent de p et i un entier relatif. Le but de ce paragraphe est d’établir 
la proposition suivante : 

Proposition 1.16. Soit A une variété abélienne sur¥. On note A{£}{i) le module 
galoisien lin^ ^ £rR(F^) ®'L/t'L{i). Alors le groupe H^{¥^ A{0]{i)) est fini. 

Démonstration. Supposons que A{i}{i)) soit infini. Cela signifie que A{i}{i)) 

possède un sous-groupe isomorphe à Qi/Zi, et donc que y4(F^) possède un sous- 
module galoisien isomorphe à Qi/Zfi—i). Par conséquent, le module de Tate 
TiA{¥^) contient Zi{—i) comme module galoisien. Comme le Frobenius géomé¬ 
trique agit sur Zfil) par multiplication par on déduit que le Frobenius géo¬ 
métrique sur T^R(F'^) Qe possède une valeur propre de module complexe gh 
Mais T£R(F®) est isomorphe à H^{A^,Zi) ^^(1), et d’après les conjectures de 

Weil (théorème IV.1.2 de |FK 88 ] ). les valeurs propres du Frobenius géométrique 
sur H^{A^,Z() ^^(1) Qe sont de module complexe : absurde! Donc 

/fO(F,Zl{£}(i)) est fini. □ 

Remarque 1.17. Ce résultat sera notamment utile dans la section [S] afin de dé¬ 
terminer quand il y a un bon théorème de dualité pour les groupes de cohomologie 
d’une variété abélienne sur un corps de la forme Qp((ti))...((td_i)). 

2. Variétés abéliennes sur le corps des 

FONCTIONS d’une COURBE SUR 
2.1 Étude locale 

Le but de cette partie est d’établir un théorème de dualité pour les variétés abé- 
liennes sur C((to))((ti)) fthéorême 12.3p . Il s’agit d’un résultat analogue aux théo¬ 
rèmes de dualité pour les variétés abéliennes sur Qp et sur Fp((t)). En fait, c’est 
essentiellement le "dernier" cas de corps local de dimension cohomologique 2 non 
compris, et il se trouve qu’il pose certaines difficultés supplémentaires par rapport 
aux cas déjà connus. 

On se place donc dans le cas où fc = C((to))((ti)) (et alors d = 1). Soient 
K = C((to)) et A une variété abélienne sur k. Soit A^ sa variété abélienne duale, 
qui, d’après le théorème de Barsotti-Weil, représente le faisceau Ext^(y4,Gm) (on 
rappelle que Ext^(T,Gm) est le faisceau associé à T Ext^^^^^(F, G)). Comme 
ExtK T, Gmj = 0 pour r 7 ^ 1, on dispose d’un accouplement A A —)■ Gm[l], 
d’où un accouplement ; 

HQk, A) X H^-Qk, A) ^ Br A; ^ Q/Z. 

Lemme 2.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme 
H^~^{k, A)/n —)■ A^))^ est injectif et le morphisme nH'"{k, A) —)■ {H^~^{k, A*)/n)^ 

est surjectif. 
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Démonstration. On remarque que Hqm(„A, Q/Z(l)) = On en déduit que, 
dans le diagramme commutatif : 

0-- A)/n -- nA) -- nH^{k, A) -- 0 

0-- {nH^-^{k, A^))^ -- nA^)^ -- A^)/n)^ -- 0, 

la flèche verticale centrale est un isomorphisme. Par conséquent, H^~^{k, A)/n —> 
{nH‘^~'^{k, A*))^ est injectif et nH''{k,A) —)■ {H^~'^{k, A^)/n)^ est surjectif. □ 

Notons A le modèle de Néron de A et Aq sa ûbre spéciale. On dispose alors d’une 
ûltration Aq ^ ^ A^ de Aq, où : 

• Aq est la composante connexe de l’élément neutre de Aq, 

• F = Aq/Aq est un groupe hui, 

• Aq est de la forme f/ x T où V est un groupe additif (c’est-à-dire une puissance 
de Ga) et T un tore, 

• i? = Aq/AJ est une variété abélienne. 

On note e l’entier de Ogg de B. 

De même, on note A* le modèle de Néron de A* et Aq sa ûbre spéciale. On dispose 
alors d’une filtration Aq D Aq* D AJ* de Aq, où : 

• Aq* est la composante connexe de l’élément neutre de Aq, 

• F* = Aq/Aq* est un groupe fini, 

• Aq* est de la forme U* x T* où U* est un groupe additif et T* un tore, 

• B* = Aq*/AJ* est une variété abélienne. 

On note e* l’entier de Ogg de B*. 

Remarque 2.2. Ainsi, toutes les variétés indexées par 0 sont définies sur k. 
Théorème 2.3. On a une suite exacte : 

0 ^ ^ H\k,A) {H\k,AY)^ 0 

avec m{A) = 2 ■ {dim B + dim B*) — e — e*. 

Remarque 2.4. La multiplication par n sur A* est étale puisque k est de carac¬ 
téristique 0. Donc, d’après le théorème des fonctions implicites, le groupe nA^{k) 
est ouvert dans A^{k). De plus, il est d’indice fini. On en déduit que H^{k,A^)^ 
coïncide avec le complété profini de H^{k,A*'). 

Démonstration. La surjectivité du morphisme H^{k,A) —)■ {H^{k, A^)^)^ découle 
immédiatement du lemme précédent par passage à la limite inductive et de la 
remarque précédente. Nous voulons maintenant calculer son noyau N. 

On a l’égalité A{k) = A{Ok), ainsi qu’une suite exacte : 

0 —y D —y A{(Dk) —t Aq(r) —V 0, 

où D désigne un groupe abélien uniquement divisible. Le lemme du serpent impose 
donc que : 

\A{k)/n\ _ |Ao(/t)/n| 

|nA(/i;)| |„Aq(/î)| 

Nous allons maintenant dévisser Aq. 
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• En exploitant la suite exacte 0 —)■ Ro(/î) ^o(^) -^(^)) 1® lemnie du serpent 

et la finitude de F{k), on obtient que : 

\Ao{K)/n\ ^ |Ro(/t)/n| 

|nRo(«)| |n^o(fi;)| 

• Comme H^{k,,U) = 0 et H^{k,,T) = 0 (puisque d’une part H^{k,,T) est d’ex¬ 
posant fini d’après le théorème de Hilbert 90 et d’autre part c’est un groupe 
divisible car k est de dimension cohomologique 1), on a une suite exacte : 

0 —)■ U{k) X T{k) —)■ Ho(/î) B{k) —)■ 0. 


Par conséquent ; 


|Ho(/î)/n| \B{K)/n\ \U{K)/n\ |T(/î)/n| 

|„dl[l(/î)| ^ \nB{K)\ ■ \nU{K)\ ' WW' 


Or ; 


O on a 


\UM/n\ _ 


\nU{K)\ 1 ; 

O comme x{i^,nT) = 1 et H^{k,T) = 0), on a = \WiK,T)\ = 

O d’après le théorème de Ogg, on a H^{k, B) = (Q/Z)^'*^™ ; comme x(^, nB) = 

1 on obtient - _ I _ - _ I _ 

i, on ouLieni \^ b ( k )\ ~ |„rfi(K,B)| “ „2.dim s-e • 

On en déduit que : 


\A{k)/n\ |HQ(/î)/n| 1 

\nA{k)\ ~ UR[](/î)| “ n2'dim B- 


On montre de même que ; 


\A*{k)/n 

WW 


1 


^2-dim B*—t* ' 


On a alors ; 


umHWWL 

^ \A{k)/n\Um{k,A)\ 

_ 2-dim B-e \B‘^{k, nA) \ 

\nH^ik,A)\ 

_ 2-dim B-£ \nA^{k))\ 

\nH\k,A)\ 

_ 2-(dim B+dim B*)—e—e* \A\k)/n\ 

\nH\k,A)y 

et donc Par conséquent, |„iV| = 

^ 2 -(dim B+dim Cela étant Vrai pour tout n, comme N est de torsion de 

type cofini, on a iV = (Q/ 2 ) 2 -(dim B+dim achève la preuve avec 

m{A) = 2 ■ (dim B + dim B*) — e — e*. □ 
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Remarque 2.5. Comme A et sont isogènes (paragraphe 10 de |Mil86| h on a : 

|A*(/c)/n| \A{k)/n\ 

\nA^{k)\ ^ \nA{k)\ 

pour tout n. Cela montre que 2 ■ dim B* — e* = 2 ■ dim B — e, et donc m{A) = 
2(2 ■ dim R - e) 

Corollaire 2.6. (i) Si A a bonne réduction, alors m{A) = A-dim A—2e. Si déplus 
Aq a bonne réduction (resp. très mauvaise réduction), alors m{A) = 4 • dim A 
(resp. m{A) = 0), et il y a donc une suite exacte de groupes de torsion de type 
cofini : 

0 ^ ^ H\k,A) {H\k,AY)^ 0 

(resp. un isomorphisme H^{k,A) = {H^{k, A^)^)^). 

(a) En général, on a un isomorphisme H^{k,A) = {H^{k, A^)^)^. 

(iii) Le morphisme H^{k,A) —>■ {H^{k, est un isomorphisme si, et seule¬ 

ment si, B a très mauvaise réduction. 

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H^{k, A) —)• {H^{k, A^)^)^. 
Pour ce faire, il convient d’établir quelques résultats préliminaires : 

Lemme 2.7. Le morphisme naturel H^{Ok,jA) —)■ H^{k,A) est injectif d’image le 
sous-groupe /k,A{k'^'’')) de H^{k,A). 

Démonstration. Notons g : Spec k —)■ Spec (9^ et z : Spec K —)■ Spec Ok- Comme 
A = g^A (d’après la propriété universelle du modèle de Néron), il suffit de remar¬ 
quer que : 

H\Ok,A) = H\Ok,g.A) = H\K,i*g,A) = H\k^^/k, A{k^^)). 

□ 

Proposition 2.8. Soit l un nombre premier ne divisant pas |F|. 

(i) Les groupes A{k'’‘^) et y4*(/c"''’) sont i-divisibles. 

(il) Il existe un morphisme fonctoriel injectif 

r 


Démonstration. 

(i) Montrons d’abord que A{k'’’'^) est ^-divisible. Comme A{k"'^) = A(Okr^r) et 
comme il existe un morphisme surjectif —>■ y4o(K^) à noyau divisible, cela 

revient à montrer que 74o(/î®) est ^-divisible. En exploitant la suite exacte 0 —)■ 
—y Aq —y F — y 0 et le fait que i ne divise pas |F|, on remarque alors qu’il 
suffit de prouver que 74 q(/î*) est ^-divisible. Mais cela découle immédiatement de 
l’exactitude deO—)-f/xT—^-A q—)-R—)- 0. Donc ^(/c”'’) est ^-divisible. 

D’après le paragraphe IX.11.3 de |SGA7] . on a |F*| = |F|. On en déduit que i ne 
divise pas \F*\ et donc que le groupe est ^divisible. 
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(ii) D’après (i), on a une suite exacte : 

0 ^ A\k^^) A\k^^) 0 . 

Comme iH^{k'^^/k, A^{k^^)) et /k, irA‘'{k"‘^)) sont finis, en passant à la li¬ 
mite projective, on obtient une surjection l^m H^{k^'^/k, irA^{k'^^)) —)■ /k, 

En utilisant 12.71 cela permet de réaliser {TiH^{k'^'"/k, A^{k"'^)))^ = (TiH^{Ok, A*))^ 
comme un sous-groupe de /k, £rA^{k'^^)))^. □ 

Lemme 2.9. On peut obtenir un isomorphisme i£ : /k^H^{k'^^, A)){f\ 

( ^m H^{k'^^/k,£rA^{k'^^)))^ par composition des isomorphismes naturels : 

H%k'^''/k,H\k^\A)){i} ^ hmH\k'^'^/k,£rH\k'^\A)) 

r 

^ li^H\k'^'^/k,H\k'^\£rA)) 

r 

r 

^ {\lmH\k'^^/k,£rA\k^^)))^. 

r 

Démonstration. Le premier isomorphisme est évident. Le deuxième découle du 
fait que A{k^^) est ^-divisible. Les deux derniers sont obtenus par dualité sur 
Gal(fc7fc’^’’) ^ Gal(fc’^7A;) ^ Z (voir exemple 1.10 de |Miin6] L □ 

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition suivante : 

Définition 2.10. Soit i un nombre premier ne divisant pas |F|. On appelle i- 

groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A le groupe : 

Hl^k^AJ) := {i£oRes)-\{T£H\Ok,A*))^) Ç H\k,Am 

où Res : H^{k,A) H^{k'^^/k, , A)) désigne la restriction et L£ l’isomor¬ 

phisme du lemme précédent. On a alors une suite exacte : 

0 ^ H\Ok,A){i} ^ Hl^{k,A,i) ^ {T£H\Ok,A*))^ ^ 0. 

Remarque 2.11. • Le Ggroupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A est 
bien défini quel que soit i lorsque F est trivial, c’est-à-dire lorsque Aq est 
connexe. 

• La suite exacte : 

0 ^ H\Ok,A){l} ^ Hl,{k,A,i) ^ {T£H\Ok,A*))^ ^ 0 
s’identifie à la suite exacte de groupes abstraits ; 

0 ^ ^ ^ (Q^/Z£rA)/2 ^ 0 . 
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Théorème 2.12. Pour l premier ne divisant pas \F\, la partie i-primaire du 
noyau de H^{k,A) —)■ est A,i). 

Démonstration. Considérons le diagramme suivant ; 

li^^ H^{k^^/k, erH\k^^, A)) 


Res 


fl 


H\k,A){i} 


h 




/2 


\^^H^{k,(,rA) 


h 


( 1 ^, H\k,irÆ)) 


D 



Ih^^ H^ik’^^jk, H^{k'^\ trA)) 


h 


k 


fs 


(lim H\k^^/k,erA\k^^)))^ 


/9 


{H^{k^''/k,A\k^'')Y^'^)^ 

où le morphisme /e est obtenu par composition des isomorphismes 


\i^H^{k^^/k,H\k^^,erA)) ^ \i^H^{k^''/k,erA\k^^)) ^ \i^iH\k^''/k, erA^k'^^)))^ 


provenant de la dualité pour la cohomologie du groupe proûni Z. On vériûe aisé¬ 
ment que ce diagramme est commutatif. 

Soit maintenant x G £rH^{k, A). Comme /2 est surjectif, on peut relever x en 
2 : G H^{k,irA). On remarque alors que fs^z) = f{^{Res{x)). Donc, par déûnition 
de Li : 

fg{ie{Res{x))) = fg{fG{f^^{Res{x))) = fgifeihiz))) 

= / 9 (/ 8 (/ 5 (^))) = frifbiz)) = U{x). 

On en déduit que x G Ker(/ 4 ) si, et seulement si, 

ie{Res{x)) G Ker(/ 9 ) = {TeH\Ok, A*))^. 


□ 

Remarque 2.13. Pour i divisant |F|, le noyau de H^{k,A) —)■ {H^{k, A^)^)^ 
ne contient pas forcément H^{Ok, A){i} : par exemple, si i divise |T(/î)| et A 
a très mauvaise réduction, le groupe H^{Ok, A){i} est non trivial alors que le 
morphisme H^{k,A) -k- {H^{k, A^)^)^ est injectif. En fait, pour i divisant |F|, 
il semble difficile de caractériser la partie Cprimaire du noyau de H^{k,A) 
{H^{k, A^)^)^ : en particulier, il serait intéressant de déterminer si elle contient 
forcément H^{Ok, A){i}div 
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Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons ; 

t^\F\ = l 

C’est le groupe de torsion dont la partie Cprimaire est A, i) si i ne divise 

pas |F|, triviale sinon. 

2.2 Étude globale 

Supposons maintenant que k = C((t)) (et donc que d = 0). Soient A une variété 
abélienne sur K = k{X) et A^ sa variété abélienne duale. Le but de ce paragraphe 
est d’établir un théorème de dualité à la Cassels-Tate pour A : plus précisément, 
nous voulons déterminer, sous certaines hypothèses géométriques et modulo divi¬ 
sibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich Ill^(d). 

Pour chaque v G notons ; 

• Av le modèle de Néron de A sur (P^, 

• Fy le groupe algébrique fini des composantes connexes de la fibre spéciale de Av-, 

• By la variété abélienne qui apparaît comme composante de la fibre spéciale de 

A 

Notons aussi U l’ouvert de bonne réduction de d, de sorte que le modèle de Néron 
A àe A sur U est un schéma abélien. Soit Ak le schéma abélien dual. 

Fixons maintenant un nombre premier ^ et faisons l’hypothèse suivante : 

(H 2.14)^ pour chaque v E X \ U, au moins l’une des deux affirmations suivantes 
est vérifiée : 

• i ne divise pas |F„|, 

• By a très mauvaise réduction. 

Remarque 2.15. Etant donnée une variété abélienne A, l’hypothèse précédente 
est vérifiée pour presque tout i. Par conséquent, les résultats que nous allons 
montrer sont vrais pour presque tout i. 

Soit Z l’ensemble des v E tels que By a très mauvaise réduction. Pour chaque 
ouvert V de U, on introduit les groupes suivants : 


UlUV,A) , 

^nrsiV:A^) 


Kei [ H\K, A) J] H\Ky,A)x J] H\Ky, A)/Hl{Ky, A)) ] , 

vex\v Dey(i) 


Ker I H\K,A^) -> 

v€Z\V v£X\{VUZ) 


X H H\Ky,A^)/Hl{Ky,A^)) I , 

DgV(l) 
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nii„(-4‘) Ker H\K,A‘) ^ J] H\K„A‘) x J] HHK„,A‘)/HI,{K„A‘) 

\ vgz vexW\z 

Ici, Hl{K,A^) désigne H\0,,A.) = /K,,A{K:n)- 

Remarque 2.16. • L’intersection Z (lU n’est pas forcément vide. 

• La définition de est prise de telle sorte que = IJycf/ ^*)- 

Fixons V un ouvert non vide de U. 

Lemme 2.17. (i) Pour r > 0, le groupe H^{V,A) est de torsion de type cofini. 

(a) Le groupe H^(y,A) est de torsion de type cofini. 

Démonstration, (i) On note g : Spec K ^ V. On sait que A représente le faisceau 
g^,A sur V. On peut alors écrire la suite spectrale de Leray : 

H^{V,R^g.A) ^ H^+fiK,A). 

En calculant les tiges de Wg^A., on prouve aisément que, pour s > 0, R^g^A 
est un faisceau de torsion. Comme V est quasi-compact, cela entraîne que 
H^(y, R^g^A) est de torsion pour r > 0 et s > 0. De plus, H^{K, A) est de 
torsion pour r > 0. La suite spectrale entraîne alors que H'^iV^A) est bîen de 
torsîon. 

Reste à prouver que nR^{V,A) est finî pour chaque n > 1. La suite exacte : 

0 —y .^A — y A —y A — y 0. 

montre que .4.) est un quotient de H^{V, nA). Or ce dernier est fini. Donc 

nH^(y,A) est fini, et H^(y,A) est de torsion de type cofinl. 

(11) On a une suite exacte : 

... ^ 0 H\K,,A) ^ Hliy.A) ^ H\V,A) ^ ... 

vGA(i)\U 

Comme les H^{Ky, A) sont de torsion de type cofinl, grâce à (1), on conclut que 
Hliy^A) est de torsion de type cofinl. 

□ 


Lemme 2.18. Il existe des suites exactes : 

0 ^ H\V,A^) (Q/Z){£} ^ H\V,A\I}) -A H\V,A^){I} ^ 0 , 

0 ^ Hl{y,TiA) TiHliy^A) 0 . 

Ici, H^{y,Ji{I}) et H'^{y, RA) désignent [V, £nA^) et\^^H‘^{V, e^A) res¬ 

pectivement. 
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Démonstration. • En utilisant la suite de Kumnier, pour chaque entier naturel r 
on dispose d’une suite exacte : 

0 ^ ^ 0 . 

En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte : 

0 ^ H\V,A^) (Q/Z){£} ^ H\V,A\^}) ^ H\V,A^){^} ^ 0. 

• Pour chaque entier naturel r on dispose d’une suite exacte : 

0 ^ Hl{V,A)/e ^ Hl{y,,rA) ^ .rHliy^A) ^ o. 

Par passage à la limite projective, on dispose d’une suite exacte : 

0 ^ ^ Hliy^T^A) T^Hliy^A) 0 . 

□ 


Lemme 2.19. Il existe un accouplement canonique : 

H\V,A^{I}) X Hliy.T^A) Q/Z 

qui est non dégénéré. 

Démonstration. Le théorème 2.1 de |Izql4| fournit pour chaque r > 0 un accou¬ 
plement parfait de groupes huis ; 

H\V,rA') X Hl{V,rA) ^ Q/Z. 

Il suffit alors de passer à la limite pour obtenir un accouplement non dégénéré : 

H\V,A\I}) X Hliy.T.A) ^ Q/Z. 


□ 

De plus, d’après la formule de Barsotti-Weil et la nullité de Hpmy(.4,, G^), on a 
un accouplement canonique A^ <8)^ A —>■ Gm[l] qui induit donc un accouplement ; 

H\V,A^) X Hl{V,A) ^ ^ Q/Z. 


Posons maintenant ; 

D\V,A) = \m{Hl{V,A)^H\V,A)) = Kei{H\V,A)^ 0 H\K,,A)), 

vex\v 


DL(V,X) = Ker ( H\V,A‘') ^ 0 HSK„,A‘ 

vez\v 


0 HUK,,A‘)/HlJK„,A‘)) 

V&X\(VUZ) 


Ce sont bien sûr des groupes de torsion de type cohni. 






2. Variétés abéliennes sur le corps des fonctions d’une courbe sur 

çm _ -n 


Lemme 2.20. (i) L’application naturelle H^{V,A) —)■ H^{K,A) induit un iso¬ 
morphisme D^{V,A) = A). 

(ii) L’application naturelle H^(y,A) —)■ H^{K,A’) induit un isomorphisme 

Démonstration. Soit g : Spec iÉ —)■ V. La suite spectrale de Leray s’écrit : 

H^{V,R^g,A) ^ H’'+%K,A). 

Cela fournit alors une suite exacte courte : 

0^H\V,A) -^H\K,A) H\V,R^g,A). 

Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v E U, ü existe un 
unique élément de P d’image v. On sait alors que R^g^A s’injecte dans 
(c’est le premier terme de la résolution de Godement). On en déduit que H^{U, R^g^A) 
s’injecte dans ]\^^pU^u*R^g^A{U) = Y{^^p{R^g^A)^ = n^e[ 7 \{^} ^)- On 

obtient donc une suite exacte ; 

H\V,A) ^ H\K,A) ^ JJ H\KY,A). 

v£VW 

De même, on a une suite exacte : 

0 ^ H\V,A) -e H\K,A) -> JJ 

vëVW 

Le lemme découle alors aisément des deux suites précédentes et des suites d’inflation- 
restriction ; 


0 ^ A) ^ H\K,, A) ^ H\KY, A), 

0 ^ A) ^ H\K,, A) -E H\KA, A), 

pour V G VA. □ 

Afin d’établir un théorème de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il 
convient donc d’établir un théorème de dualité pour les groupes D^{U,A) et 
DL.(V,A‘) : 

Proposition 2.21. Il existe un accouplement canonique : 

DîjAÂAm X DÂAÂm -E Q/z 


qui est non dégénéré. 

Il convient d’établir préalablement le lemme suivant ; 
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Lemme 2.22. La suite : 

t;GX(i)\y 

est exacte. 

Démonstration. Nous disposons d’une suite exacte : 

0 H^{K,,A) ^ Hl{U,A) ^ D\U,A) ^0, 

v&XW\V 

d’où des suites exactes pour tout r : 

0 H%K^, A)/D ^ HliU, A)/D ^ D\U, A)/t ^ 0. 

En passant à la limite projective on obtient l’exactitude de : 

0 H\K,,Af^ ^ Hl{V,Af^ ^ D\V,Af^ ^ 0 . 

i;ex(i)\y 


□ 


Démonstration. (De la proposition \WÂl\) 

• Rappelons que, d’après le lemme 12.191 nous disposons d’un accouplement non 
dégénéré : 

H\V,A\t}) X Hl{V,T,A) ^ Q/Z, 

d’où un isomorphisme H^iV, A^{1}) —)■ H({V,TiA)* . On dispose aussi d’un ac¬ 
couplement ; 

H\V,A^) X Hl{V,A) Q/Z 
qui induit pour chaque entier naturel n un accouplement : 

X Hl{V,A)/i^ Q/Z 

d’où un accouplement obtenu par passage à la limite ; 

H\V,A^){i} X Hl{V,AŸ^^ ^ Q/Z. 

Ainsi on obtient un diagramme commutatif à lignes exactes (que l’on appellera 
diagramme (1)) : 

0 -- H%V, A^) (Q/Z){^} -- H\V, A^{i}) -- HQV, A^){i} -- 0 

0-► (T,HUV, A))’’ -- (HUV, T,A)f -- .4)»)°-► 0 

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme commutatif à lignes exactes 
(que l’on appellera diagramme (2)) ; 


















2. Variétés abéliennes sur le corps des fonctions d’une courbe sur 
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0 — DlJV, -► H^V, A‘m 


» 




où //‘(A'.. A'm @ HHK,„ A‘){l}/Hl„(K, A'){t]. 

La flèche verticale de droite est un isomorphisme d’après le corollaire 12.61 le 
théorème 12.121 et l’hypothèse fH I2.14p <'. 

• Montrons que Ker(L)^^^(l/,^ est divisible. En utilisant 

les diagrammes (1) et (2) et le lemme du serpent, on obtient ; 


Ker(DU(L^‘)W -^(DHV,AfY) = Ker{H^{V,A')[e} ^ (H^AV.AfY) 

^ Cokei{H\V,A‘) (Q/ZjlC) ^ {T,H'i{V,A))’’). 


Or le groupe {TiH^{V, A))^ est divisible (puisque TeH'^ÇV, A) est un Z^-module 
de type hni sans torsion), et il en est donc de même de KeiA^){i} —)■ 

{D\V,AY^Y). 

• Remarquons maintenant que D^{V, A) est de torsion de type cohni. Cela entraîne 
que le morphisme naturel D^{y^A){l} —)■ D^iV^A)^^'* induit un isomorphisme 
D^{y,A){(i} = Ce groupe étant hni, le noyau de ^ 

{D^{y^A)y^ est A^){i})div, et on a bien un accouplement non dégé¬ 

néré : 

uyyAyi} X D^yA){i} ^ q/z 

□ 


Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème suivant ; 

Théorème 2.23. On rappelle que k = C((t)), que K = k{X) est le corps des 
fonctions de la courbe X et que V est un ouvert non vide de X On suppose (H 
\ 2 . 14 \ li- Alors il existe un accouplement non dégénéré de groupes de torsion : 

uiyyAyi} X uiuv,A){i} ^ q/z. 

De plus, y4*) et A) sont de torsion de type cofini. 

Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition 12.211 et du lemme 

UÂM □ 

Corollaire 2.24. On rappelle que k = C((t)) et que K = k{X) est le corps des 
fonctions de la courbe X. On suppose (H \2.14^ i. Alors il existe un accouplement 
non dégénéré de groupes finis : 

üïïjÂ^in X ^ Q/z. 

Démonstration. Pour V qV deux ouverts de U, on remarque que A){0} 

et YDDyV, A){i} sont des sous-groupes du groupe de torsion de type cohni A){1} 

tels que YDDyV, A){i} Ç lll)j^(l/', A){i}. Comme toute suite décroissante de sous- 
groupes d’un groupe de torsion de type cohni f-primaire est stationnaire (Lemme 
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3.7 de |HSzl3] ). on en déduit qu’il existe un ouvert non vide Vq de [/ tel que, pour 
tout ouvert non vide V de Vq, on a A){1} = lII^^(Vo, A){i}. Cela implique 

que mi,(Do,7l){n = mi(7l){£}. 

Par ailleurs, on remarque que, pour V Ç V deux ouverts non vides de Vq, on a un 
diagramme commutatif : 

0 — ► A‘){eu„ — - UJI,{V', A‘){e} — ~mi,(v\A‘){i} —- o 

pi P 


0 —- nii„(r, A‘){i},t„ —► TüirÀV, A‘){t} —- A‘){i} —- o 

Comme Ull,„(A‘){£} = Uvçv. {V,A^){i}, en passant à la limite inductive, 
on obtient que l’injection naturelle A‘‘){i} ^ induit un iso¬ 
morphisme A^){1} ^ lIIj'j^^(Æ){£}. Par conséquent, d’après le théorème 

12.231 il existe un accouplement non dégénéré de groupes ûnis : 

muÂÔin X mHÂ){£} ^ Q/Z. 


□ 


On peut aussi obtenir un énoncé symétrique en A ei A^ ■. 

Corollaire 2.25. On rappelle que k = C((t)) et que K = k{X) est le corps 
des fonctions de la courbe X. On suppose (H \2.14\) i et on note i : III^(y4) ^ 
Illnrs(^) (f'^sp. A : 111 ^( 74 *) inf^^{A^)) l’injection canonique. Alors il existe un 

accouplement non dégénéré de groupes finis : 


Démonstration. Il suffit de montrer que le diagramme : 




■Q/Z 


m^{A^){i} 


LQi , 

-^^nrs V 


■Q/Z 


commute. On déûnit des accouplements CT et CT* par les diagrammes suivants 


CT: mi(Æ){£} X mi(7l){£}--Q/Z 


mi(Æ){n X mi„(7i){n —Q/Z, 
mü^W X ÜD(Â){£}—-Q/Z 


CT*: mi(Æ){£} X mi(R){£} - -Q/Z. 

Pour établir le corollaire, il suffit de montrer que CT et CT* coïncident. En pro¬ 
cédant comme dans 12.241 on choisit un ouvert V de U tel que A){i.} = 

et D^iy., = III^(74*){t'}. Puis en procédant comme pour 12.211 on 

a des diagrammes commutatifs : 
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0-- D\V, ^){n-- H\V, ^){n-- H\K,, Él){0 

j 

0-- D\V, A‘){t} -- H'(V, A<){t} -- A‘){t} 

/ 

0 — (D\V, AYY — {Hl(V, Af-Y —► 

On vérifie alors aisément que CT est induit par j et que CT* est induit par j*. Il 
suffit donc d’établir le lemme qui suit. □ 

Lemme 2.26. Soient r, s > 0. On a un diagramme commutatif : 

H^^{V,A) X H^{V,A^) - A^) 

1 II 

H^{V,A) X H^AV,A^) - A^). 

Démonstration. On note j : V —)■ V l’immersion ouverte et on fait les identifica¬ 
tions suivantes : 


Hl{V,A) = HomB(x)(Z,j,.A[r]), Hl{V,A^) = Hom^(x)(Z, j!.A*[s]), 
H'^{V,A) = Hom^(v)(Z,.A[r]), H^{V,A^) = HomB(y)(Z, .A*[s]), 

.A A^) = HomB(x) (Z, J !{A <8)^ A^) [r + s]), 


où D{U) et D{X) désignent les catégories dérivées de faisceaux étales sur U et 
sur X respectivement. La commutativité de Q revient alors à montrer que, si 
a G Hom£)(x)(Z,, j!A.[r]) et j3 E Hom£)(x)(Z, j!A,*[s]), alors le diagramme suivant 
commute dans D[X) : 


Z- 


■j\A[r] 


{jiA®^ jrZ)[r] 


j\3*P 


j\A\s\ -^ {j\A^ (g)^ j!^)[-s] ——^ {j\A®^ j\A^)[r + '5]- 

Mais cette commutativité est évidente, ce qui achève la preuve. 


□ 


Exemple 2.27. • Les variétés abéliennes ayant bonne réduction partout vérifient 
les hypothèses des corollaires précédents. C’est par exemple le cas des variétés 
abéliennes isotriviales. 

• Supposons que V = P^, c’est-à-dire que K = C{{t)){u). La courbe elliptique 
d’équation + u vérifie les hypothèses des corollaires. 


3. Variétés abéliennes sur C {{ to ))...{{ td )) 

On suppose dans cette section que d > 2 et que k = C((fo))---((U))- Soit A une 
variété abélienne sur k de variété abélienne duale T*. 
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3.1 Dualité modulo divisibles 

La formule de Barsotti-Weil impose que A* = Extl fd, Gm)- De plus, Hom/ Rd, Gm) = 
0. On dispose donc d’un morphisme dans la catégorie dérivée ; 

A <8)^ d* —)■ 


induisant un accouplement : 

H^{k,A) X H‘^-^{k,A^) H^+\k,Gm) = H^+\k,Q/Z{d)) ^ Q/Z. 

Lemme 3.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme 
H'^~^{k, A)/n —>■ {nH^~^^~''{k, A^))^ est injectif et le morphisme nH^{k,A) 
{H^~''{k,A^)/n)^ est surjectif. 

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0 -- A)/n -- H^{k, ^A) -- nH^{k, A) -- 0 

0-^ A^))^ -^ H^+^-^{k, nA^)^ -^ A^)/n)^ -^ 0, 

où le morphisme vertical central est un isomorphisme d’après le théorème 2.17 de 
|Miin6] car = Hom^(„d, Z/nZ((i)). On en déduit que le morphisme il'’ ^{k,A)/n 
{nH'^^^~'^{k.,A^))^ est injectif et le morphisme nH^{k,A) —)■ {H^~'^{k, A^)/n)^ est 
surjectif. □ 

Notation 3.2. Pour r G Z, n G N* et M un Gal(fc^/A;)-module discret tel que 
nH''{k.,M) et H^{k,M)/n sont hnis, on note Xj.{k,n,M) = 

Proposition 3.3. Pour r > 0, il existe des familles d’entiers naturels {/3r,e)£, 
Wr,e)i> indexées par les nombres premiers telles que, 

pour tout n G N*, on a : 


\r{k,n,A) = 

i 

K{k,n,A^) = 

i 

Ao(fc,n,d(F)to,,) = 

i 

e 

Démonstration. Les deux dernières égalités sont évidentes car A{k)tors et A{k)tors 
sont de torsion de type cohni. Montrons les deux premières. Pour r > 1, elles sont 
évidentes, puisque les groupes H’'{k, A) et H’'{k, A^) sont de torsion de type cohni. 
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Le cas r = 0 découle alors des formules suivantes : 


1 

1 


d+l 


--x{k,nA) = W\r{k,n,AŸ 

r=0 

d+l 

x{k,nA^) = W_\r{k,n,A^f-^^\ 


r=0 


□ 

Théorème 3.4. Pourr > 1, le noyau du morphisme H^{k, A) A^)^)^ 

est un groupe de torsion de type cofini divisible. 

Démonstration. Soit s G {—1, 0,d + 1}. On note Ng le noyau de H^{k,A) -P- 
{H^~^{k, A^)^)^. On calcule la caractéristique d’Euler-Poincaré de nA pour chaque 
entier naturel n ; 


1 = x{.k,nA) 

5 — 1 é/+l 

= l[\r{k,n,AY-^^'' ■ J] \H^{k,nA)\^-^'>A\^Hfik,A)\^-^^‘ 

r=0 r=s+l 

r=0 r=0 

= ]JXr{k,n,AY-^^^ ■l[Xr{k,n,A^)^-^^"^"~^ ■ \nHfik, 

r=0 r=0 

= \nHfik,A)\^-^'^^\H^-fik,A^)/n\^-^^^^' . Jj£(-ir+S./«dO^ 

i 


où Xs,i = obtient donc, pour tout 

s G {—l,0,...,d-|-l} ; 


,iV, 


\nH {k, A) I _ -p-r p^ f,v^{n) 

\m-fik,A^)/n\ J -1 


ce qui prouve que N g est divisible à condition que s 7 ^ 0. 


□ 


En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors : 

Ns = 0(Q£/Z,)^-b 

£ 


et nous voulons calculer les 7 ^^^ = Avant 

de passer à la suite, il est utile d’établir des équations reliant les différentes variables 
que nous avons introduites {fir/, fitei ■!Xr,e)- 
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Proposition 3.5. Soit i un nombre premier. Les entiers {/3r,£)r ei (/9*£)r vérifient 
les équations : 


lr,£ — (3r,e Vr G { — 1} U {1, 2,d — 1} U {ci + 1} 

70/ = [3^7 

7,e = 7d+i-r,t Vr G {2,3,ci-1} 

< f3i,e - ^0/ = I3d,e - /^d+i/ 

otors _ oi 

70/ — 7d-\-l/ 

ES(-i)’'ft'/ = 0 

^ = 7/ = 0 Vr > ci + 2 

Démonstration. Exactement comme dans la démonstration de l3.4l on a pour chaque 
r G { — 1, 0,1,..., ci + 1} la relation : 

P 

avec 'fr/ = 7s,e- montre immédiatement 

que ; 

• le, P = /3e, P pour r G {1, 2,..., ci - 1} U {-1, d + 1}, 

• 7oT = Vo/, 

• /3d,e-l3o,e-7d'°'^' = ld,e, 

ce qui achève la preuve. □ 

Proposition 3.6. Pour tout premier i, pour tout entier r, on a fir,e = 13/. i- On a 
aussi /3/°7 = 7/7''. 

Démonstration. Les variétés abéliennes A et sont isogènes. Il existe donc une 
suite exacte 0 —)■ F —)■ R —)■ R* —)■ 0 où F est un schéma en groupes abélien hni. En 
passant à la cohomologie, on obtient donc un morphisme H''{k,A) —)■ H^{k,A^) 
de noyau et conoyau hnis pour chaque r. Cela montre grâce au lemme du serpent 
que /3r,e = 7re Pour tout r. 

Pour montrer que /Sff" = 7/7^ i procède de la même façon en remarquant que 
l’on a un morphisme A{k)tors —^ A^{k)tors de noyau et conoyau hnis. □ 

Des deux propositions précédentes, on déduit ; 

Corollaire 3.7. Soit ^ un nombre premier. Les entiers {7,e)r vérifient les équa¬ 
tions : 


= I3d+i-r,e Vr G {2,3, ...,ci - 1} 
7,e — (3o,e = /3d,e — /3d+i,e 
77 = 7+i,e 
7e = ^ Vr>ci + 2 
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3.2 Étude de /3o/ et de 

Pour chaque i G {0,1,..., ci}, on considère Ai (resp. Ai, Fi, Ui, Ti, Bi) un schéma 
en groupes commutatifs sur Spec Oki (resp. sur Spec ki) tels que : 

• on a drf = d, t/rf = 0 et Td = 0, 

• pour i G {0,1,..., ci}, Bi est une variété abélienne, 

• pour i G {0,1,..., ci}. Ai est le modèle de Néron de Bi, 

• pour i G {0,1, ...,d — 1}, Ai est la ûbre spéciale de Ai+\, 

• pour i G (0,1,..., ci}. Fi (resp. Ui, Ti, Bi) est le groupe hui (resp. le groupe 

additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la ûltration de Ai. 

On note aussi d_i la ûbre spéciale de Aq, et F_i, U-i, T_i, i?_i les parties finie, 
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la filtration de A_i. De même, 
pour chaque i G {0,l,...,ci}, on considère A* (resp. A*, F*, U*, T*, B*) un schéma 
en groupes commutatifs sur Spec (resp. sur Spec ki) tels que : 

• on a = A\ VJ = 0 et TJ = 0, 

• pour i G {0,1,..., ci}. B* est une variété abélienne, 

• pour i G {0,1,..., ci}. A* est le modèle de Néron de B*, 

• pour i G {0,1, ...,d — 1}, A* est la fibre spéciale de AIj^^, 

• pour i G {0,1,..., ci}, F* (resp. U*, T*, B*) est le groupe fini (resp. le groupe 

additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la filtration de A*. 

On note aussi la fibre spéciale de Aq, et FA, UA, TA, B A les parties finie, 
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la filtration de 


Proposition 3.8. (i) On a \o{k, n. A) = Ao(fc-i, n, B^i) ■ nr=-i ^oiK, n, Tr). 

fjj) T P rinmhrP ^Ak-l,n,B-i{kti)torsyi\AA>,0(kr,n,Tr{K)tora) , fj Cj D. pç.f 
I LL J J—/C' l vLJ l f u(J I C- \ { Ia a ( i^s\ \ C/06C/i't'£iC/» kD L JA 2, 006 

' ^ AoyK,n,/±[K )tors) 

duction scindée pour i G (1,..., ci}, alors 


a re- 


d-l 

\Q{k,n,A{k )tors) -^0 (^— 1 ) 1 (^—l)tors) ■ ^oi.^r,^,Tr(^kAtors)- 

r=—l 


Démonstration, (i) Exactement comme dans le théorème 12.31 on montre que : 
Xo{k, n. A) = Xo{kd-i, n, Bd-i)Xo{kd-i, n, Td-i)Xo{kd-i,n, Ud-i). 

Bien sûr, Ao(/cd-i, n, Vrf_i) = 1, et donc : 

Xo{k,n,A) = Xo{kd-i,n, Bd-i)Xo{kd-i,n,Td-i). 


Il suffit alors de procéder par récurrence. 

(ii) Comme le morphisme Ad{Ok) —)■ Ad-i{kd-i) est surjectif à noyau unique¬ 
ment divisible, on a Xo{k,n, A{U)tors) = Xo{kd-i,n, Ad-i{kAi)tors)- On procède 
maintenant par dévissage. 

• Comme 0 —>■ AAi —t Ad-i Fd-i —)■ 0 est exacte, le morphisme AAi{kd-i)tors 

Ad-i{kd-i)tors est injectif à conoyau fini, et donc : 

XQ{kd—l,^,Ad—\{k^_]^iQ^g) XQ{kd—l,'^,Aij^_.^{kd—\)tors)- 
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• On a une suite exacte 0 —)• x T^-i —)• 0. Comme 

Ud-i{k’l^_i) et Td-iik^d-i) divisibles, on en déduit l’exactitude deO-)- 

Td-i{k^d-i)tors -t Rrf_i(A;rf_i)tors -t Bd-i{k^d-i)tors -t 0 . En passant à la coho¬ 
mologie, on obtient une suite exacte : 

0 —!• Td-l{kd-l)tors Rrf_i(fcd-l) tors ^ Bd—l(^kd—l)tors ^ H (1, Erf—1 )tors)• 

Donc \o{kd-i,n,A^^_^{k^^_^)tors) divise Ao(fcd-i, n, Trf_i(fc^_ Jto„)Ao(fcd-i, n, Rd_i(fc2_i)to„). 
En procédant par récurrence, \o{kd-i, n, A^_^{k^_^)tors) divise Ao(A:_i, n, -B-i(fcii)tors)‘ 

IltZ-l ^o{kr, n, Tr{k^^)tors)- 

Si A = Bd est à réduction scindée, on remarque que la flèche Bd-i{kd-i)tors —t 
H^ikd-i,Td-i{k^d-i)tors) est nulle, et on a donc une suite exacte courte : 

0 ^ 1 (^d—l)iors ^ i (^d —1 )tors ^ l(^d — l)tors t 0 . 

Donc en procédant par récurrence, si Bi est à réduction scindée pour i G 
{ 1 ,..., d}, on obtient l’égalité : 

d-l 

^oi^kyîl, A(^k 'jtors^ Aq (fc—1, n,-B—i ^o{kri'^iTi-{k,i,')tors')- 

r=—l 

□ 

Corollaire 3.9. Notons pr le rang du tore pour r G {—1,0, ...,d— 1}. On a 
pour tout premier i : 

d-l 

/9o/ = 2dimB_i — rpr, 

r=—l 

d-l 

^oT = - 2dimR_i -|- ^ p^. 

r =—1 

Si Bi est à réduction scindée pour i G {1,..., d}, alors pour tout premier p : 

d-l 

PoT = i^d+i,£ = 2dimB_i + ^ p^. 

r=—l 

Démonstration. Cela découle de la proposition 13.81 du corollaire 13.71 et des propo¬ 
sitions 11.51 et 11.71 □ 

Corollaire 3.10. On a 2dimB_i — = 2dimB*_.^ — Xr=-i^Pr- Bi 

et B* sont à réduction scindée pour i G {l,...,d}, alors 2dimB_i + Xr=-idr = 

2 dzmi?*i -é Ylt=-iPr- 

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire 13.91 et du lemme 13.61 

□ 

Remarque 3.11. Plus généralement, la quantité 2dimil_i — Xr=-i^P»’ inva¬ 
riante par isogénie. 









3. Variétés abéliennes sur C {( to ))...{( td )) 


31 


3.3 Majorations des (3r/ 

Lemme 3.12. Les parties divisibles de et de {kd-i, A{k'^'^)tors) 

sont (non eanoniquement) isomorphes. 

Démonstration. Fixons un nombre premier ^. Pour chaque entier naturel s, on a 
une suite exacte : 

0 ^ ^ A^k^'^^ors ^ ^ A\k^%^,ID -P 0 . 

En notant Q^a le groupe DA^{k"'^)tors, on a des suites exactes : 

0 esA^[k'^^) —)■ A^[k^^)tors Qi‘ 0 , 

0 —)■ Q^a —)■ A^[k"'^)tors Ai'ikA^^tors/ 0 . 

On a alors un diagramme commutatif à colonne exacte dont les flèches diagonales 
sont la multiplication par : 

H<^-^-\kd-l,A\k^^)tors) 



H<^-^-\kd-i, Qia) -- H^^-'-^kd-i, A^k^tors) 


H<^-^{kd-i,e^A\kn) 


H<^-^{kd-l,A\kntors) 



H^-^{kd-i, Qea) -- H<^-^{kd-i, A^k^tors). 

Quand on fait varier s, le module galoisien A^{k^^)tors/^^ ne peut prendre qu’un 
nombre fini de valeurs à isomorphisme près. Par conséquent, il existe une constante 
entière > 0 telle que, pour tout s > 0 ; 

|Ker(il^"-^-'(A;,_i,g,Q H<^-^-\kd-i, A\k^^)tors))\ < Q, 

|Coker(il"-^-i(A;,_i,g,Q ^ H^-^-\kd-u A\k^^)tors))\ < Q, 
|Ker(i/"-’-(A;,_i,g,Q ^ H'^-^{kd-i, A\k^^)tors))\ < Q, 

|Coker(il^"-’'(A;d-i,g,Q ^ H'^-^ikd-u A\k^^)tors))\ < C,. 

On en déduit que ; 

\Co],ei{H^-^{kd-i,taA\k^^)) ^ ,aH^-^{kd-uA\k'^%^s)^ < \,aH'^-^{kd-i,A\k^^\^s)/C,\l 

|Ker(i/"-’-(A;,_i,,M*(rQ) ^ {kd-i, A\k'^^)tors))\ < C,\H‘^-^-\kd-i, A\k^'^)tors)m 

d’où l’existence d’une contante Dg telle que, pour tout s > 0 : 

\CokeT{H<^-^{kd-ue^A\k^n) ^ e^H<^-^{kd-i, A\k^'-)t^s))\ < D^, 
\KeTiH^-^ikd-ui‘A\k^^)) ^ ,aH^--{kd-uA\k^^)tors))\ < D,. 
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On en déduit que les groupes : 

S S 

Coker(l^i7''-’'(fc,_i,,.R*(rO) ^ llmesH'^-^ik,.,, A\k^'')tors)), 

S S 

sont finis. Cela montre que les parties divisibles de (1^ {kd-i, 

et de H^~^{k(i-i.i A^{k^^)tors) sont isomorphes. Comme A et A^ sont isogènes, les 
parties divisibles de H'^~^{kd-i, A^{k^'^)tors) et de H^~''{kd-i, A{k'^^)tors) sont iso¬ 
morphes, ce qui achève la preuve. □ 

Lemme 3.13. Pour chaque entier naturel r < d — 1, les parties divisibles de 
groupes de type cofini H''{kd-i, H^{k"''', A)) et H'^~^{kd-i, A^^_fikd_i)) sont (non 
canoniquement) isomorphes. Pour r = d — 1 et r = d, les parties divisibles de 
groupes de type cofini H'^{kd-u A)) et H^~'^{kd-u A^^_fikl_fi}tors) sont (non 

canoniquement) isomorphes. 

Démonstration. Soit r > 0. D’après |Ogg62| , on a un isomorphisme H^{k"'‘^,A) = 
Q^^rnA^{k^''))^. On calcule alors : 

Hfikd-i,H\k^fiA)) = Hfikd-ifi\^mAfik^^)f) 

m 

^\\^H'^{kd-l,mA\kn^) 

m 

= \i^H<^-^{kd-l,mA\k^nf 

m 

= {\lmH‘^-fikd-un.A\kn)f. 

m 

Par conséquent, les parties divisibles de H^{kd-i, H^{k'^^, A)) et de {kd-i, A{k^^)tors) — 
H'^~^{kd-i, Ad-i{k^d-i)tors) sont isomorphes. 

On remarque maintenant que l’on a la suite exacte : 

0 -)■ -)■ Ad-i{k(i_^) -)■ Fd-i{kd_^) -)■ 0 , 

où désigne la composante connexe du neutre dans Ad-i. Il existe donc un 
Gal(A;^_]^//cd_i)-module fini F tel que : 

0 —t Rrf_i(fcrf_i)tors Ad-l{kd_i)tors ^ E —>■ 0. 

On en déduit que les parties divisibles des groupes de type cofini H‘^~^{kd-i, Ad-i{k^_i)tors) 

sont (non canoniquement) isomorphes. 

Supposons maintenant que r < d — 1. On a une suite exacte : 

0 -)■ Ud-i{k^d-i) ^ T{k(^_fi) -)■ -)■ Bd-i{k)j^_i) -)■ 0 , 

qui montre que A^^_fik(i_fi) est divisible. On en déduit que /A)^_fik(i_fi)tors 

est uniquement divisible, et donc que H^~'^{kd-i, A^_fik(i_fi)tors) 

ce qui achève la preuve. □ 
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Lemme 3.14. Pour chaque entier r > 0, on a un isomorphisme H'"A{k'^^)) = 
H^{kd-i-i 

Démonstration. Comme l’extension k'^'^/k est non ramifiée par définition, on sait 
que A{kP'^) = Ad{Ok-^r) et que le morphisme AdiOkr^r) Ad-i{k^ii_i) est surjectif 
de noyau uniquement divisible. On en déduit que H''{kd-i, A{k"‘^)) = H^{kd-i, Ad-i). 


□ 


Théorème 3.15. On a, pour r >2 : 

+ 1 


fdr,l < 


( X^Pe-1 + 2dim5_i j 
Ve>0 / 


Pour r = 1 


ldr,t — ^ V 1 — e)pe_i -|“ 2{d P 1) diml?_]^. 


e>0 


Démonstration. Procédons par récurrence sur d + r. 

Pour d + r = 0 (c’est-à-dire d = —1 et r = 1), le théorème est évident. 

Soit s > 0 tel que le théorème est vrai pour r et d tels que r-|-d < s. Soient r > 1 et 
d > —1 des entiers tels que d-|-r = s-f 1. La suite spectrale H^{kd-i, H^{k^^, A)) 

H^~^^{k, A) dégénère en une suite exacte longue : 

... ^ H^{kd-i,A{k^^)) ^ H^{k,A) ^ H^-\kd-i,H\k^^,A)) ^ .... 

Étudions les termes H^{kd-i, A{k^^)) et H^~^{kd-i, , A)). 

• D’après 13.141 la partie divisible de {kd-i, A{kA'')) est isomorphe à celle de 

De plus, la suite exacte 0 —)■ Ud-i x Td-i —)■ A^^_^ —)■ Bd-i —)■ 0 
montre l’exactitude de : 

et on a vu dans 11.91 que \r{kd-i,n,Td-\)) vaut n^r)pd-^ si r > 1 et 1 si r = 1. 

• Supposons que r < d. Alors, d’après 13. 131 la partie divisible de H^~^{kd-i, H^(k"'^, A)) 

est isomorphe à celle de H^~^~^^{kd-i, et H‘^~'^~^^{kd-i, A^_.^) s’insère dans 

une suite exacte : 

H'^-^+\kd-i,Td-,) ^ H'^-^+\kd-i,A%) ^ H‘^-^^\kd.,,Bd-i), 

où Xd-r+i{kd-i,n,Td-i)) d’après [131 

• D’après [3.131 la partie divisible de H‘^~^{kd-i, , A)) est isomorphe à celle 

de H^{kd-i, A^_^{k^_^)tors)- L’exactitude de la suite 0 —)■ Td-i{k^_i)tors —t 
^d-ii^d-i)tors —^ Bd-i{k^_i)tors “^ 0 entraîne l’exactitude de la suite ; 

ikd-i,Td-i{k^_i)tors) —t H^{kd-i, A^_^{k^_.^)tors) H^ikd-i, Bd-i{k^_i)tors), 

où ona Xi{kd-i,n,Td-i{k^a_i)tors)) = d’aprèsiUIIl Pour calculer Xi{kd-i,n, Bd-i{kl_.^)tors)), 

on remarque que l’on a une suite exacte : 

0 —)■ Bd-i{kd-i)tors Bd-i{kd-i) —> D —)■ H^{kd-i, Bd-i{k^_i)tors) H^{kd-i, Bd-i) 0, 
où D est uniquement divisible. Donc, en utihsaut l3.91 le nombre Xi{kd-i, n, Bd-i{k^_i)tors)) 
divise Xi{kd-i, n, Bd-i). 
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• D’après [3.131 la partie divisible de A)) est isomorphe à celle de 

A^^_^{kd-i)tors- L’exactitude de la suite 0 -)■ Td-i{t^_i)tors -t -t 

Bd-i{k^_i)tors —t 0 entraîne l’exactitude de la suite : 

0 —)■ Td-i{k 

d—l)tors t A^_^{kd—l)t(yrs t Bd—\{kd—l)t(yrsi 

o\xoii&\o{kd-i,n,Td-i{kl_^)tors)) = nP'^-^ d’aprèsOet Xo{kd-i,n, Bd-i{kl_^)tors)) 
divise 77 ,ELo Pe-i+ 2 dimB_i (P après [3^ 

On obtient donc, par hypothèse de récurrence : 

• si r = 1 : 


d-l 


d-l 


Pu < - c)Pe-i + 2(i dim B_i + pd-i + E Pe-i + 2 dimi?_i 


e=0 


e=0 


et donc : 


si 1 < r < d 


Pu < + 1 — e)pe-i + 2(d + 1) dimi? 


-1- 


e>0 


n ,'d\ fd 

Pr,i — 1 ^ j Pd-1 + 


d 

r — 1 


'd-l 


J-i 


,e=0 


+ 1 ]Pd-l + 


Pe-i + 2 dim R 

d-l 

Pe -1 + 2 dim B 


d 

r — 1 


,e=0 


et donc : 


pour r = d : 


dr,e < 


d + 1 
r 


( X^Pe-i + 2dimR_i j 
Ve>0 / 


'd-l 


>-l 


dd,e EPd-i + E Pe-i + 2 dim B 

\e=0 

d—1 d—1 

+ dpd-i + epe-i + e) pe-i + 2d dim i? 


e=0 e=0 


et donc : 


dd,i < (d + 1) I ^ Pe-I + 2 dim B_i j . 

\e>0 / 


pour r = d + 1 ; 


d-l 


dd+l,i < Pd-1 + E Pe-i + 2 dimi?_ 

e=0 

< pe -1 + 2 dim i?_ 


>-!■ 


e>0 
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□ 

Corollaire 3.16. Si dimi?_i = p_i = po = ... = pd-i = 0, alors = 0 et 

Pr,i = 0 pour tout r > 0 et tout premier i. 

Démonstration. Cela découle immédiatement du théorème 13.151 et du corollaire 

[ÿïïi □ 

3.4 Nullité des j3r/ 

Théorème 3.17. Soit i un nombre premier. Supposons que /doT* ~ 0- éilors 

dim5_i = p_i = Po = Pi = ... = prf_i = 0 . 

Démonstration. On procède par récurrence sur d. 

• Dans le cas d = 0, le théorème est évident puisqu’on a /doT* ~ 2dimi?_i + p_i 
d’après le corollaire 13.91 

• Supposons maintenant la propriété démontrée au rang d — 1 . Montrons-la au 

rang d. On suppose donc que k est d-local et que (3^°^ = 0 . On a A{k)tors — 
Ad{Ok)tors = Ad-i{kd-i)tors puisque le morphisme Ad{Ok) Ad-i{kd-i) est 
surjectif à noyau uniquement divisible. Par conséquent, la partie p-primaire de 
Ad-i{kd-i) tors est finie. Comme la suite 0 —)■ Td-i{k^^_.^ )tors Aq tors ^ 

Bd-i{k^d-i)tors 0 est exacte, on a une suite de cohoniologie : 

0 —!• Td-\{kd-\)tors A^^_^{kd-i) tors ^ k3d—\{kd—l)tors ^ H {kd—\iTd—\{k^_^tors')- 

On en déduit que la partie Oprimaire de Td-i{kd-i)tors et le noyau de Bd-i{kd-\){l} —>■ 
H^{kd-i,Td-i{k^d_dtors){t] sont finis. Comme Xo{kd-i,n,Td-i{k^d_i)tors) = 
d’après [TT71 on en déduit que pd-i = 0. En utilisant que le noyau de Bd-\{kd-i){l} 
H^{kd-i, Td-i{k^d_dtors){t} est fini et en remarquant que Xi{kd-i,n, Td-i{kl_.dtors) = 
= 1 d’après [ï.lli on obtient que Bd-i{kd-i){t} est fini. Par hypothèse de 
récurrence, cela impose que dimi?_i = p_i = po = pi = ... = pd -2 = 0 , ce qui 
achève la preuve. 

□ 

Corollaire 3.18. (i) Soit t un nombre premier. Supposons que (dd+i^i = 0. Alors 
I3r,i = 0 pour tout entier r et tout premier l. 

(a) Supposons que dimS_i = 0 et que Pr = 0 pour tout entier r. Alors dimi?li = 

0 et P* = 0 pour tout r. 

Démonstration, (i) Cela découle immédiatement du théorème 13.171 et des corol¬ 
laires 13.161 et 13.71 

(ii) D’après le corollaire 13.161 (3d+i,i est nul pour tout premier t. On déduit alors 
du lemme 13.61 que ^ est nul pour tout premier t. Le théorème 13.171 et le 
corollaire 13.71 permettent donc de conclure. 

□ 


Remarque 3.19. Plus généralement, la propriété que dimi?_i = p_i = po = ... = 
pd-i = 0 est préservée par les isogénies. 
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3.5 Le noyau de H^{k,A) —> 

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyan de A) —)■ {H^{k, A^)A^- 

Ponr ce faire, il convient d’établir qnelqnes propriétés préliminaires : 

Lemme 3.20. Pour chaque r > 0, on a un isomorphisme H'" {Ok, Ad) —t H‘^{k‘^^/k, A{k"'‘^)) 
faisant commuter le diagramme : 

HAOk,Ad) > H-{k,A) 

H^{k^Ak,A{k^^)) 

Démonstration. La prenve est analogne à celle de 12.71 □ 

Proposition 3.21. Soit i un nombre premier ne divisant pas lEd-il- 
(i) Les groupes A{k'^^) et A^{k'^'') sont i-divisibles. 

(a) Il existe un morphisme fonctoriel injectif 

{TeH\Ok,A:))^ ^ i\^H\k^Ak,erA\k^'')))^. 

r 

Démonstration. La prenve est analogne à celle de 12.81 □ 

Comme dans 12.101 nons sommes maintenant en mesnre d’introdnire la définition 
snivante : 

Définition 3.22. Soit £ un nombre premier ne divisant pas |Ed-i|. On appelle 

£-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A le groupe : 

Ht,{k,A,£) := Ç H\k,A){£} 

où ip : H^{k,A) —)• H'^~^{k^''/k, {k^'', A)) désigne le morphisme induit par la 
suite spectrale H^{k'^''/k, H^{k^^, d)) ^ H^~^^{k, A) et li l’isomorphisme composé : 

H'^-\k^Ak, H\k’^\ A)){£} ^ d)) 

r 

r 

^ h^H^-\k’^Ak,irA\k’^’^)^) 

r 

r 



On a alors une suite exacte : 

OÙ ô : R^g*A) —)■ H'^{Ok, Ad) est le morphisme de bord provenant de la 

suite spectrale H^{Ok, R^g^.A) A). 
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Théorème 3.23. Pour i premier ne divisant pas |-Frf_i|, la partie i-primaire du 
noyau de H‘^{k,A) —)■ est A, i). 

Démonstration. La preuve est très similaire à celle de 12.121 II suffit de remarquer 
que le diagramme suivant est commutatif : 


lu^^ H'^-\k^''/k,erH\k^\A)) 



{H^{k^^/k,A^{k^^)Y^^)^ 

où le morphisme lin^ ^ /k, {k^^, jr A)) —)■ /k, £rA^{k^^))^ est 

obtenu par composition des isomorphismes 


\i^H‘^-\k^^/k,H\k^^,£rA)) ^ /k, irA\k^'')) ^ \^H\k^^/k,erA\k^^)) 

r r r 

□ 


Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons : 

HiJk.A)- 0 Hi,(k,A,{). 

^A|Ei_l| = l 

C’est le groupe de torsion dont la partie ^-primaire est A, i) si i ne divise 

pas \Fd-i\, triviale sinon. 

4. Variétés abéliennes sur C {{ to ))...{{ td )){ u ) 

Supposons dans cette partie que d > 1 et que k = C((to))---((U))- Soient A une 
variété abélienne sur K = k{X) et A sa variété abélienne duale. Le but de ce 
paragraphe est d’établir un théorème de dualité à la Cassels-Tate pour A : plus 
précisément, nous voulons déterminer, sous certaines hypothèses géométriques et 
modulo divisibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich ILl^(T). 

Pour chaque v G VC), on adopte des notations analogues à celles de la section 
pour la variété abélienne Ay = A Xk Ky sur le corps d + 1-local Ky (on prendra 
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garde au fait que Ky n’est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes 
Ay^i, Ay^i, Fy^i,Uy^i,Ty^i, By^i pour ï G {0,1,..., A l} et les schémas en groupes 

Ay^ — \l Fy^ — l, Uy^ — l, Ty —lj By —\. 

Notons aussi U l’ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modèle de Néron 
A àe A sur U est un schéma abélien. Soit A^ le schéma abélien dual. 

Fixons maintenant un nombre premier ^ et faisons l’hypothèse suivante : 

(H 4.1), pour chaque v E X \ U, au moins l’une des deux affirmations suivantes 
est vérifiée : 

• i ne divise pas \Fy^d\, 

• la variété abélienne By^i est nulle et les tores Ty^d, ■■■,Ty-i sont ani¬ 
sotropes. 

Soit Z l’ensemble des v G tels que la variété abélienne est nulle et les 

tores Ty^d, ■■■,Ty-i sont anisotropes. Pour chaque ouvert V de U, on introduit les 
groupes suivants ; 


Ull{V,A):=KeTlH\K,A)-^ J] H\Ky,A)x J] H\Ky,A)/Hl{Ky,A)) 

\ v&x\v t>ev(i) 

:= Ker I A*) ^ J] H'^^\Ky, A*) x J] A^)/H^f,\Ky, A*) 

\ V£XW\Z 

où Hl{Ky,A^) désigne H\Oy,Ay) = /Ky, A{K^’')). 

Fixons V un ouvert non vide de U. 

Lemme 4.2. (i) Pour r > 0, le groupe H''{y,A) est de torsion de type cofini. 

(a) Le groupe H/{V,A) est de torsion de type cofini. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.171 □ 

Lemme 4.3. Il existe des suites exactes : 

0 ^ H\V,A^) (Q/Z){£} ^ H'^+\V,A\L]) -E H’^+\V,A^){I} -E 0, 

0 ^ Hl{y,AŸ^'^ -E H/{V,TeA) -E TeH/{V,A) -E 0 . 

Ici, H'^+\V,A^{i}) etH/{V,TiA) désignent e^A^) et\lm^H/{V, e^A) 

respectivement. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.181 □ 

Lemme 4.4. Il existe un accouplement canonique : 

H\V,A{i}) X H/^^{V,TiA^) -E Q/Z 



qui est non dégénéré. 
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Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.191 □ 

De plus, d’après la formule de Barsotti-Weil et la nullité de Hpmy(^, Gm), on a 
un accouplement canonique 0^ A —)■ Gm[l] qui induit donc un accouplement : 

H\V,A) X H^+\V,A^) ^ = Q/Z- 

Posons maintenant ; 

D\V,A) = lmiHl{V,A)^H\V,A)) = Ker{H\V,A)^ 0 H\K,,A)), 

v£X\V 

D"(rA‘)=Ker 0 0 0 H‘‘*\K.„A‘)IHfi}(K,,A<)) 

\ v£Z\V vGX\{VUZ) 

Ce sont bien sûr des groupes de torsion de type cofini. 

Lemme 4.5. L’application naturelle H^{V,A) —)■ H^{K,A) induit un isomor¬ 
phisme D\V,A) = ml^{v,A). 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de I2.2ÜI □ 

Afin d’établir un théorème de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il 
convient donc d’établir un théorème de dualité pour les groupes D^iV^A) et 

DitKV,A‘) : 

Proposition 4.6. Il existe un accouplement canonique : 

DÜ}(V.A‘){e} X DHVXm ^ Q/Z 


qui est non dégénéré. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.211 □ 

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème suivant ; 

Théorème 4.7. On rappelle que k = C((fo))---((t(i)) et que K = k{X) est le corps 
des fonctions de la courbe X. On suppose Alors il existe un accouplement 

non dégénéré de groupes finis : 

X ÏÏB(Â){^} ^ Q/Z- 

Démonstration. D’après la proposition 14.61 et le lemme 1431 on a un accouplement 
parfait de groupes finis : 

Di-I:}{V,A‘){1} X mUV.A){t} ^ Q/Z, 

Pour V C V' deux ouverts de U, on remarque que 1II^^(1/, A){i} et 1II^^(V', A){i} 
sont des sous-groupes du groupe de torsion de type cofini ILl^^(f/, A){f'} tels que 
IL1^^(1/, A){i} Ç A){i}. On en déduit qu’il existe un ouvert non vide Vb de 
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U tel que, pour tout ouvert non vide V de Vq, on a A){€\ = A){^}. 

Cela implique que lII^(Vo, ^){^} = 

Par ailleurs, on remarque que, pour 1/ C 1/' deux ouverts non vides de Vq, on a un 
diagramme commutatif : 

0-► Dit}(V', -► -D«( V, A‘){(} - ~Diü{V',A‘){(} -- 0 


0 —► Di+Hv, A‘){e]a„. —- A'm —► Ditnv, -«m —► o 

Comme Ill^+J(y4*){£} = A^){f\, en passant à la limite inductive, 

on obtient que la restriction induit un isomor¬ 

phisme D^+^(Vo, ^*){£} ^ 111^+^(/!*){£}. On obtient donc un accouplement non 
dégénéré de groupes finis ; 

m^+i(Æ){n X nD(Â){£} ^ Q/Z. 


□ 

Corollaire 4.8. On rappelle que k = C((fo))---((0)) O que K = k{X) est le corps 
des fonctions de la courbe X. On suppose (H \4.1\) £ et on note A : ^ 

l’injection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré à 
gauche de groupes finis : 

ul‘^+\A^){e}/{fi)-\ultt^{A^){i}d^.) X mHÂ){n ^ Q/z. 
Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.251 □ 

Question : Quel est le noyau à droite dans l’accouplement précédent ? 

5. Variétés abéliennes sur Q _ p {{ t 2 ))...{{ td )) 

On suppose dans cette section que d > 2 et que k = fc'((f2))---((0)) avec k' corps 
p-adique, p étant un nombre premier fixé. Soit A une variété abélienne sur k. On 
introduit, pour i G {1, 2,..., d}, les notations Aj, A, -U, U, Tij Bi analogues à celles 
du début de la section [221 On note aussi pi le rang du tore Tj pour i G {1,..., d}. 
On note Aq la fibre spéciale de Ai. La composante connexe du neutre A^ de Aq 
s’insère dans une suite exacte : 


0 —)■ f/o Xfcp Tq —)• A i?o —t 0 

où Uq est groupe abélien unipotent, Tq est un tore et Bq est une variété abélienne 
sur fco- 

Par ailleurs, si M est un module galoisien sur un corps /, £ un nombre pre¬ 
mier différent de la caractéristique de / et z un entier, on notera M{0}{i) = 
lin^ £rM ® Z/UZ(z). En tant que groupe abélien, il est isomorphe à Par 

abus de notation, quand G est un groupe algébrique abélien sur Z, on écrira G{i}{i) 
au lieu de G(/*){£}(z). 
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5.1 Dualité modulo divisibles 

Posons = Extl fd, Ij/nLid)) pour chaque entier naturel n non nul et notons 

À = In^^ (n)À. 

Remarque 5.1. En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait plus 
naturel de considérer Ext ^fd, Q/Zfdb au lieu de A. Il se trouve en fait que ces 
deux faisceaux coïncident, comme le montre l’annexe à la fin de ce texte. 

Comme Hom,h d, ’L/nLid)) = 0, on a un morphisme naturel dans la catégorie 
dérivée (n)A —)■ MHpm^(d, Z/nZ((i))[l], d’où un morphisme : 

A 0^ (^n)Â —)■ Z/nZ((i)[l], 

induisant un accouplement ; 

H^(k,A) X H'^+\k,Z/nZ(d)) ^ Z/nZ. 

En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement ; 

H’'(k,A) X H‘^-''{k,À) H'^^\k,Q/Z{d)) ^ Q/Z. 

Lemme 5.2. Soit n G N non nul. On a l’égalité : 

(n)Â = HornA nA, Z/nZ{d)) = nA^ 0 ZjnZid — 1) 
et la multiplication par n sur A induit une suite exacte de faisceaux : 

0 —^ t A —y A —^ 0. 

Démonstration. La suite exacte courte 0 —)■ ^ d —)■ d —)■ 0 induit une suite 

exacte de cohomologie ; 

Hpm^(d, Z/nZ{d)) —)■ Hom,h „d, Z/nZ{d)) —)■ Çn)Â —)■ (n)Â. 

Comme Hom,d d, Z/nZ{d)) = 0, on en déduit que ; 

(n)Â = Aom. A'nA, Z/nZ{d)) = nA^ 0 Z/nZ((i — 1). 

Cela impose aussi que A = Iv^^nA^0Z/nZ{d — l). Comme A^{kAtors est divisible, 
cela montre immédiatement que la multiplication par n sur A induit une suite 
exacte de faisceaux : 

0 — y — y A — y A — y 0. 

□ 

Cela montre que (n)A est la n-torsion de A. On notera donc par la suite nA au heu 
de (n)À. 
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Remarque 5.3. En fait, on a montré que A{f\ = A^{€\{d — 1) pour chaque 
premier 

Corollaire 5.4. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme 

A)/n ^ Â))^ est injectif et le morphisme nH"^{k, A) {H^~^{k, Â)/n)^ 

est surjectif. 

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0-- A)/n -- nA) -- nH^{k, A) -- 0 

0 -- À))^ -- nÂ)^ -- iH^-^{k, À)/n)^ -- 0 , 

où le morphisme vertical central est un isomorphisme d’après le lemme précédent 
et le théorème 2.17 de |Miin 6 ] . On en déduit que le morphisme H^~^{k, A)/n 

À))^ est injectif et le morphisme nH''{k,A) {H^~'^{k, À)/n)^ est 

surjectif. □ 

Notation 5.5. Pour r G Z, n G N* et M un Gal(fc^/fc)-module discret tel que 
nH'^{k,M) et H^{k, M)/n sont ûnis, on note Xr{k,n,M) = 

Proposition 5.6. Pour r > 0, il existe des familles d’entiers naturels {f3r^i)e, 

i'f^dexées par les nombres premiers telles que, 

pour tout n G N*, on a : 

Xr{k,n,A) = 

i 

Xr{k,n,À) = 

e 

Xr{k,n,A^) = 

e 

Mk,n,A{k‘),„.) = 

l 

i 

Démonstration. Les deux dernières égalités sont évidentes car A{k)tors et A{k)tors 
sont de torsion de type cohni. Montrons les trois premières. Pour r > 1, elles sont 
évidentes, puisque les groupes H’'{k,A), H'’’{k,A) et H^{k,A^) sont de torsion de 
type cohni. Le cas r = 0 découle alors des formules suivantes : 

d+l 

1 = x{k, nA) = PJ Xr{k, n, 

r=0 

d+1 

1 = x{k, {nA)') = JJ Xr{k, n, 
r=0 
d+l 

1 = x(/c, riA^) = JJ Xr{k, n, A')^-^^\ 

r=0 
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□ 

Théorème 5.7. Pour r > 1, le noyau du morphisme H'^{k,A) —)■ A)^)^ 

est un groupe de torsion de type cofini divisible. 

Démonstration. Soit s G {—1, 0,d + 1}. On note Ng le noyau de H^{k,A) —)■ 
{H'^~^{k, A)^)^. On calcule la caractéristique d’Euler-Poincaré de nA pour chaque 
n : 


1 = x{k,nA) 

5—1 d+l 

= l[\r{k,n,AY-^^^ ■ J] \H^{k,,,A)\<^-^'>^ ■\nHfik,A)\^-^^^ 

r=0 r=5+l 

= H Xr{k, n, • Il \Hfik, ■ InHfik, 

r=0 r=0 

= n K{k, n, AŸ-^')^ ■ J] Xfik, n, À)/n\^-^y^" 

r=0 r=0 

= lndI"(k,A)l(-^^^III'^-fik,À)/nl(-^^^^' . 

i 


où Chi obtient donc, pour tout 

s G {—l,0,...,(i-|-l} ; 


I N I 

n-' '' s 


\nH (/c, A) I _ -p-j- 

\E^-fik,A)ln\ 


ce qui prouve que Ng est divisible à condition que s ^ 0. 


□ 


En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors : 

Ng = 0(Q,/Z,)^-b 

i 

et nous voulons calculer les Xs/ = /^r,e- Avant 

de passer à la suite, il est utile d’établir des équations reliant les différentes variables 
que nous avons introduites {fir/, fio°r, Er,e)- 

Proposition 5.8. Soit i un nombre premier. Les entiers {fir,e)r et {P*i>r vérifient 
les équations : 


( 


< 


V 


lr,i — fir,e Vr G {—1} U {1, 2, ...,d + 1} 

70,. = filT 

fir,e = fid+i-r,e Vr G {2, 3,..., d -I- 1} 
fii,e - Po,e = fiXt ~ 

otors _ O* 

E7J(-i)’'A< = 0 

l^r/ = /3*£ = 0 Vr > d -é 2 
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Démonstration. Exactement comme dans la démonstration de l5.7l on a pour chaque 
r G { — 1, 0,1,d + 1} la relation : 

i 

avec montre immédiatement 

que ; 

• 7r,r = /5r,£ pour r G {1, 2,..., d - 1} U {-1, d + 1}, 

• /^o?r = 707, 

• /3d,i = ld,i car A est de torsion, 

ce qui achève la preuve. □ 

5.2 Étude hors de p 

On ûxe un nombre premier i différent de p. 

5.2.1 Conditions suffisantes pour la nullité des (3^/ 

On procède de manière similaire à la section [3l On commence par des énoncés 
analogues à ceux des lemmes 13.131 et 13.141 

Lemme 5.9. Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, les parties divisibles 
de groupes de type cofini H'^{kd-i, H^{k'^^, A{i}{i))) et H'^~''{kd-i, A^_^{i}{d—1 — 
i)) sont (non canoniquement) isomorphes. 

Démonstration. Soit r > 0. On a un isomorphisme H^{k'^'', A{fi\{i)) = (^m isA^{kA''){—i)) 
On calcule alors : 

Hfikd-uH\k'^\A{^}m = Hfikd-u {\^isA\k^^){-i))^) 

S 

^\i^H^ikd-i,isAfik^nHf) 

S 

^ \imH'^-^{kd-i, e‘A\k^^){d - 1 - i)^ 

S 

= {l)mH^-^{kd-i,isA\k-^){d-l-t)))^. 

S 

Par conséquent, en utilisant un résultat analogue à celui du lemme 13.121 les parties 
divisibles de H^{kd-i, H^{k'^^, A{k^){i}{i))) et de H^~''{kd-i, A{k^'^){i}{d — 1 — 
i)) ^ H^~''{kd-i, Ad-i{i}{d — 1 — i)) sont isomorphes. 

On remarque maintenant que l’on a la suite exacte ; 

0 -)■ d°_i(fcrf_i) ^ Ad-i{k^d-i) 0, 

où désigne la composante connexe du neutre dans H existe donc un 

Gal(fc^_i//crf_i)-module fini F tel que : 

0 ^ A)i_M{d -l-i)^ Ad-i{i}{d -1-i)^ F{i}{d - 1 - i) ^ 0. 
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On en déduit que les parties divisibles des groupes de type cofini Ad-i{i}{d— 

1 —i)) et — l — sont (non canoniquement) isomorphes. □ 

Lemme 5.10. Pour chaque entier r > 0, on a un isomorphisme H^{kd-i, A{k'^'~){i}{i)) 
H^{kd-i,Ad-M{i)). 

Démonstration. Comme l’extension k'^^/k est non ramifiée par définition, on sait 
que A{kA'^) = Ad{Ok^r) et que le morphisme AdiOk^^r) —)■ Ad-i{k^_i) est surjectif 
de noyau uniquement divisible par i. On en déduit que {kd-i, A{k"''^){i}{i)) = 
H^{kd-i,Ad.M{i)). □ 

On est maintenant en mesure d’établir la proposition qui fournit des conditions 
suffisantes pour que les groupes de cohomologie de A{i}{i) soient finis. 

Proposition 5.11. Soient r un entier naturel et i un entier tels que r — i — 1 ^ 

{ — 1,0,1}. Le groupe H^(k, A{i}(i)) est fini. 

Démonstration. Procédons par récurrence sur d. 

Pour d = 0, c’est la proposition 11.161 

Soit d un entier naturel tel que la proposition est vraie au rang d — 1. Mon¬ 
trons la proposition au rang d. La suite spectrale LL^^kd-i, , A{i}{i))) 

A{i}{i)) dégénère en une suite exacte longue : 

... ^ H^ikd-i, Aik^^){i}i{})) ^ H^{k, A{^}{l)) ^ H'^-\kd-i, H\k^fi A{^}{l))) ^ .... 

Étudions les termes H'^{kd-i., A{kA'’){L]{i))) et H'’~^{kd-i.,H^{k'^''., A{L]{i))). 

• D’après 15.101 la partie divisible de {kd-i, A{k'^'^){L]{i))) est isomorphe à celle 

de {kd-i., A^^_.^{f\{i)). De plus, la suite exacte 0 —)■ Ud-i x Td-i —)■ —)■ 

Bd-i —)■ 0 montre l’exactitude de : 

H''{kd-i,Td-i{l}{i)) ^ ^ H'^^kd-i.Bd-iim)), 

et on a vu dans 11.91 que \r{kd-i^n,Td-i{L}{i)) vaut 1 car r — z — 1 ^ {0,1}. 
Comme H^ikd-i, Bd-i{(!.\{i)) est fini par hypothèse de récurrence, on conclut 
que H^{kd-i,A{k'^^){l}{i))) est fini. 

• D’après EU la partie divisible de H'^~^{kd-i^ H^{kA'^., A{L\{Ï))) est isomorphe à 

celle de {kd-i, A^^_^{E}{d - 1 - z)), et H^-'^+\kd-i, A^^_^{E]{d - 1 - z)) 

s’insère dans une suite exacte : 

H'^-^+\kd-i,Td-i{l}{d-l-i)) 


H^-^+\kd-l^A^,_,{^}{d-l-^)) 


H'^-^+\kd-uBd-i{l}{d-l-i)), 

où \d-r+i{kd-i^ n, Td-i{L]{d — 1 — z))) = 1 d’après 11.91 car r — z — 1 ^ (0, —1}. 
Comme H'^~'^^^{kd-i, Bd-i{L\{d — 1 — z)) est fini par hypothèse de récurrence, 
on conclut que Ajf'Kz))) est fini. 
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On en déduit que H^{k, A{i}{i)) est fini. □ 

Remarque 5.12. De manière tout à fait analogue, on peut montrer que : 

• si po = ••• = Pd-i = 0, alors A{i}{i)) est fini; 

• si po = ••• = Pd -2 = 0, alors H^{k, A){i} est fini; 

• pour i 7 ^ —1, le groupe H^{k, A{i}{i)) est fini. 

Nous pouvons à présent établir le théorème suivant qui montre la nullité des /3r/ 
sous certaines hypothèses. 

Théorème 5.13. Soit i ^ p un nombre premier. 

(i) Pour r G {3, ...,d+ 1}, on a (3r,i = 0. 

(a) Si po = ... = pd-i = 0, alors ^ 2 / = 0. 

(iii) Si Po = ... = pd -2 = 0, alors = 0. 

(iv) On a = 0, /?oy = - Y1=\ ^Pe et = 0. 

Démonstration, (i) C’est un corollaire immédiat de la proposition l5.11l car H^{k, A){P] = 

H^{k,Ay)y}). 

(ii) C’est un corollaire immédiat de la remarque 15.121 car H‘^{k, A){i} = H‘^{k, A{k^){i}). 

(iii) C’est un corollaire immédiat de la remarque 15.121 

(iv) La preuve est analogue à celles de 15.8113.81 et 13.91 en utilisant les remarques 
11.61 et 11.81 ainsi que le lemme 3.3 et le corollaire 3.4 de |Miin6] . 

□ 

Corollaire 5.14. La quantité epe est invariante par isogénie. En particulier, 
elle prend la même valeur pour A et A^. 

5.2.2 Conditions nécessaires pour la nullité des (3r,e 

Dans cette section, nous allons donner des réciproques partielles au théorème 15.131 
Nous avons d’abord besoin de trois lemmes préliminaires. 

Lemme 5.15. Soit i G Z\{0,1}. Si H^{k, A{i}{i)) ou H^{kd-i, Ay.^^{i}{i)) est 
fini, alors il en est de même de H^{kr, Bj.{i}{i)) et de H^{kr, A^{£}{i)) pour 0 < 
r < d — 1. 

Démonstration. Il suffit de procéder par récurrence descendante en remarquant 
H‘^{kr,Tr{£}{d)) est fini pour chaque r. □ 

Lemme 5.16. Supposons que H^{kr, A^{i}{—1)) soit fini pour 0 < r < d — 2. 

Alors Po = ... = pd -2 = 0. 

Démonstration. Montrons par récurrence sur s que p* = 0 

• Les groupes H^{ko, AQ{i}{—l)) et H^{ko, Bo{i}{—l)) sont finis. Il en est donc 
de même de H^{ko,To{i}{—l)). Donc po = 0. 

• Soit s < d — 2 tel que po = ... = Ps-i = 0. Montrons ps = 0. Le groupe 
H^{ks, A^^{i}{—1)) est fini. De plus, il en est de même de H^{ks, Bs{i}{—1)) 
puisque po = ... = p^-i = 0. Donc H^{ks,Ts{i}{—l)) est fini et ps = 0. 
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□ 

Théorème 5.17. Supposons d > 2. Soit i ^ p un nombre premier. Les deux 
assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pd-i = Pd-2 = ••• = Po = 0 ; 

(ii) f3d,e = Pd-i/ = ... = /? 2 ,£ = 0 . 

Démonstration. Le sens direct a déjà été prouvé. Montrons que {ii) ^ (i). Le 
groupe H^{k, A) est fini. Il en est de même du groupe A{k^){L]). 

Par conséquent, H^{k(i-i,H^{k'^'', A{k^){L})) est fini. Le lemme lïïTül montre alors 
la finitude de H^~^{kd-i, AP^_i{f\{d — 1)). Comme H'^{kd-\,Td-i{L}{d — 1)) est 
fini, on en déduit qu’il en est même de H'^~^{kd-i, Bfi-i{k}{d — 1)) et donc de 
H'^~'^{kd- 2 , H^{k2Li, Bd-i{i}{d—l))). Toujours avec le lemmeEH on obtient la fini¬ 
tude de H^{kd- 2 , A^^_ 2 {f\{—B)). Le lemme ISTSl montre alors que H^{kr, A^j.{L]{—l)) 
est fini pour r < d — 2, et avec le lemme lïïTTül on obtient po = ... = Pd- 2 - 
Reste à montrer que p^-i = 0. Pour ce faire, on remarque que H‘^{kd-i, Bd-i{i}{d— 
1)) est fini car po = ... = Pd -2 = 0. Comme H‘^{kd-i,Td-\{l}{d—l)) est aussi fini, il 
en est de même de H^{kd-i, A^_.^^{i}{d—1)) et donc de H^{kd-i, A{k^){i})). 

On en déduit la finitude de H'^{kd-i, , A{k^){i})) et donc aussi celle de 

7/2(fcd-i,^d-i(^d-i){4)- Le groupe H^{kd-i, Bd-i{k^d-i){^}) ^^t fini car po = ... = 
Pd- 2 - Il en est donc de même de H‘^{kd-i,Td-i{k^_i){i}), et pd-i = 0. □ 

Remarque 5.18. Plaçons-nous dans le cas où fc = Qp((t)) (et d = 2). Dans 
l’article |Koy00| , Y. Koya construit un complexe de Gal(fc*//c)-modules pour lequel 
la multiplication par C induit un triangle distingué {isA)' C ^ C ^ (fsy4)'[l] 
quel que soit l’entier naturel s. Son théorème principal (théorème 1.1) implique 
que H^{k, C){L} et H^{k, C){i} sont finis quelle soit la variété abélienne A sur k. 
De plus, sa preuve repose très fortement sur la proposition 4.1, qui impose que, 
pour chaque s > 0, on a \H^{k, C)/t^\ = \^sH^{k, C)\. Cela montre que la fonction 
s I—)■ |i7°(fc, Cj/CI est bornée. Or on remarque que : 

\isH\k,C)\ \,sH\k,C)\ \H\k,{,sAy)\\H\k,,sA)\ 

\,.H\k,A)\ \m{k,{,sAy)\ \H\k,,sA)\ \,.H\k,A)\ 

\H\k,A)/t\ 

Par conséquent, H‘^{k, A){€\ est fini, quelle que soit la variété abélienne A. En 
utilisant 15.171 cela impose que pi = 0 pour toute variété abélienne A. Mais cela 
est clairement faux ; par exemple, la courbe elliptique + t vérifie 

Pi = 1. On en déduit que, parmi le théorème 1.1 et la proposition 4.1 de |Koy00| , 
au moins l’un des deux énoncés est faux. En particulier, la preuve du théorème 1.1 
de |Koy00| semble erronée et difficile à rattraper. 

5.3 Étude en p 

Les résultats sont plus imprécis que dans le paragraphe précédent, puisque nous ne 
savons pas calculer les parties p-primaires des groupes de cohomologie d’un tore. 
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5.3.1 Cas général 

Voici une condition suffisante pour que les f3r,p soient nuis : 

Proposition 5.19. Supposons que : 

dimRi = dimTi = dimT2 = ... = diniT^-i = 0. 

Alors l3r,p = 0 pour tout entier r. 

Démonstration. La preuve est analogue à celles réalisées dans les paragraphes pré¬ 
cédents. Elle est en fait beaucoup plus facile ! □ 

5.3.2 Quelques précisions dans le cas d = 2 

Dans ce paragraphe, on suppose d = 2. 

Proposition 5.20. On a : 

Démonstration. On a A{k) = A 2 {Ok)- On dispose en plus d’une suite exacte 
0 —)■ D —)■ A 2 {Ok) —)■ Aiiki) —)■ 0, où D est uniquement divisible. Le lemme du 
serpent fournit alors des isomorphismes nH^{k,A) = nH^{ki, Ai) et H^{k,A)/ = 
H^{ki, Ai)/n. On obtient donc ~ suites 0 —)• ^ 

Ri —)■ Fl —)■ 0 et 0 —)■ Vi X Tl —)■ y4° —)■ i?i —)■ 0 montrent que ~ 

|jj'°(fcl,A^)/n| _ \H^{ki,Ti)/n\ \H°{ki,B-i_)/n\ _ pi [fei:Qp].(dimTi+dimi3i)-i;p(n) r-| 

\r,H0{ki,Al)\ |niî°(fei.ri)| |„rr0(fci,Bi)| ^ 

Théorème 5.21. On a : 


1^0,P /^3,p 0 

/^o,p = -Pi - [^1 : Qp](dimTi + dimFi), 

Si dimFi = 0, alors (3i^p = = 0. 

Démonstration. Les preuves sont analogues à celles réalisées dans les paragraphes 
précédents. □ 

Corollaire 5.22. On a dimt/i = dimt/i. En particulier, si A a très mauvaise 
réduction, alors il en est de même de R*. 

Remarque 5.23. On pourrait bien sûr remplacer R* par n’importe quelle variété 
abélienne isogène à R. 

5.4 Le noyau de H^(k.,À) -A A)^)^ 

Exactement comme dans la section 15.11 on peut montrer que : 

Théorème 5.24. Pour chaque r > t), il existe un morphisme naturel surjectif 
H'^{k,A) -A {k , A)A^ dont le noyau est de torsion de type cofini divisible. 
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Il se trouve que, dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de À) —)■ 

A)^)^. Pour ce faire, il convient de poser A = g^.A où g : Spec k —)■ Spec Ok 
désigne l’immersion ouverte, et d’établir quelques propriétés préliminaires : 

Lemme 5.25. (i) Le morphisme naturel [OAd) H^{k,A) est injectif d’image 
le sous-groupe /k^AiJA'’')) de H^{k,A). 

(a) Le faisceau A est de torsion. De plus, pour chaque n > 1, on a l’égalité 
nÀ = nA*^^Z/nZ{d — l). 

(iii) On a un isomorphisme H^{Ok-iA) —)■ /k, A{k’^^)) faisant commuter le 

diagramme : 

H^{Ok, À) > H^{k, À) 

Démonstration. Les preuves de (i) et (iii) sont analogues à celle de 12.71 Le fait que 
A est de torsion est évident, et pour montrer que nA = nA*^®Z/nZ{d — l), il suffit 
d’écrire ; 

nÀ = g*{nÂ) = g^{nA*'®Z/nZ{d-l)) = g^:{nA^)®Z/nZ{d-l) = n~A.*^®Zj/nZ{d-l). 

□ 

Proposition 5.26. Soit £ un nombre premier ne divisant pas |Pd-i| (mais pouvant 
être éventuellement égal dp). 

(i) Les groupes A{k’^^) etH^{k"‘^,A) sont £-divisibles. 

(li) Il existe un morphisme fonctoriel injectif 

{T,H\Ok,Ad))^ ^ {l^H\k’^’'/k,rA{k’^’-)))^. 

r 

Démonstration, (i) On prouve que A{k"'’') et A^{k'’’’’') sont ^-divisibles exactement 
de la même manière que dans 12.81 De plus, on remarque que : 

^ liI^i77r^„7lO = A\k^^)tors. 

n n 

On en déduit que H^{k"‘^,A) est ^-divisible. 

(ii) La preuve est analogue à celle de 12.81 

□ 

Comme dans 13.221 nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition 
suivante : 

Définition 5.27. Soit £ un nombre premier ne divisant pas (mais éventuel¬ 

lement égal dp). On appelle £- groupe de eohomologie non ramifiée symétrisé 
de A le groupe : 

HiXk,À,£) := {i,o^)-\{TeH\Ok,Ad))^) Ç H^{k,À){£} 
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où ip : H^{k,A) —)• H'^ ^/k, , A)) désigne le morphisme induit par la 

suite spectrale H^{kA''/k, H^{kA'', R)) ^ H^~^^{k, A) et i£ l’isomorphisme composé : 

r 

^ li^H^-\k’^’'/k,H\k'^’^,erÀ)) 

r 

^ li^H^-\k’^^/k, {erA{k^^){l - d)f) 

r 

^ {\^H\k^’^/k,£rA{k^’^)))^. 

r 

On a alors une suite exacte : 

0 ^ ^ Hi^{k,ÀJ) ^ {T£H\Ok,Ad))^ ^ 0 

ôiH<i-^{Ok,R^g,A)y ^ ^ K i K k, djJ 

où ô : H^~‘^{Ok-iR^g*A) —)■ H'^{Ok,A) est le morphisme de bord provenant de la 
suite spectrale H’’{Ok, R^g*Â) H’'~^^{k, À). 

Remarque 5.28. Soit i un nombre premier différent de p et ne divisant pas 
|Fd_i|. Supposons de plus que po = Pi = ••• = Pd-s = 0. Dans ce contexte, on 
a H\Ok,Ad){i} = H\k^yk,A{kn) = H\kd-i, Ad-,){i} = H\kd.,, Ay,){i}. 
Comme H^{kd-i, Td_i){^} et H^{kd-i, Bd-i){i} sont finis fremarque l5.12p . la suite 
exacte 0 —)• Ud-i x Td-i Bd-i 0 impose que H^{kd-i-, Ayfjff} est 

fini. Cela montre la finitude de H^{Ok, Ad){f] et donc la nullité de T^H^iOk, Ad)- 
Par conséquent ; 

HLihÂJ) = ^ H‘‘{k,À)){e] = HUk,Àm 

OÙ Hy{k,A) := A) —)■ H‘^{k,A)). Ainsi, il est vraiment nécessaire 

de parler du groupe de coliomologie non ramifié symétrisé uniquement dans le 
cas i = p. Mais il est quand même utile d’introduire ce groupe quel que soit £ 
pour deux raisons ; d’une part, dans le théorème qui suit, c’est avec le groupe 
de cohomologie non ramifié symétrisé qu’on identifie naturellement le noyau du 
morphisme de la dualité locale ; d’autre part, cela permet de donner des énoncés 
vrais pour tout £. 

Théorème 5.29. Pour £ premier ne divisant pas |Pd-i| (éventuellement égal àp), 
la partie £-primaire du noyau de H'^{k,A) {H^{k, A)^^ est Hyg{k,A,£). 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 13.231 □ 

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons : 

HtJk.À)- 0 HUk,À,i). 

^A|Pi_l| = l 

C’est le groupe de torsion dont la partie ^-primaire est Hy^{k, A, £) si £ ne divise 
pas |Pd_i|, triviale sinon. 
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6. Variétés abéliennes sur 

On suppose maintenant que c? > 1 et que k = fc'((t 2 ))---((U)) avec k' corps p-adique, 
P étant un nombre premier fixé. Soient A une variété abélienne sur K = k{X) et 
À = 1^ Ext ^^fT, Z/nZfd+l)) = 1^ nA^®'L/nL{d). Le but de ce paragraphe est 
d’établir, sous de bonnes hypothèses géométriques sur A, des théorèmes de dualité 
entre certains groupes de Tate-Shafarevich de A et A. 

Pour chaque v G on adopte des notations analogues à celles de la section 
pour la variété abélienne A^ = A Xk sur le corps d + 1-local (on prendra 
garde au fait que Ky n’est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes 

pOUr % G {0, 1, ..., d A 1}. 

6.1 Approche sans les groupes de cohomologie non ramifiée 
symétrisés 

On se donne un entier tq G {0,1,..., d + 1} et un nombre premier ^ différent de 
P = Car(fco) et on fait les hypothèses suivantes : 

(H 6.1) • siro = d, alors les tores Ty ^,..., Ty^d sont anisotropes pour toute place 
V G ; 

• si Uq = d+1, alors les tores Ty^, ...,Ty^d-i sont anisotropes pour toute 
place V G , 

Remarque 6.2. Ces hypothèses sont assez restrictives puisqu’elles portent sur 
toutes les places v G et pas uniquement sur les places de mauvaise réduction 
(voir remarque I6.1U|) . Dans le paragraphe suivant, on pourra s’affranchir de ces 
hypothèses grâce aux groupes de cohomologie non ramifiée symétrisés. 

Soit maintenant U un ouvert non vide de X sur lequel A a bonne réduction, de 
sorte que le modèle de Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit A = 
lirn Ext ^^fA, 'Lln'Ljd + 1)). En procédant comme dans le lemme on montre 
pour chaque n > 0 que : 

nÀ = Ext( f(A, 'Lln'L{d + 1)) = Homr ff^A, Q/I^ld + 1)) = ® Z/nZ(d) 

et que la multiplication par n sur A est surjective. 

Lemme 6.3. (i) Pour r > 0, le groupe H^{U,A) est de torsion de type cofini. 

(a) Pour r > 1, le groupe H^{U,A) est de torsion de type cofini. 

Démonstration. La preuve est tout à fait analogue à celle de 12.171 □ 

Lemme 6.4. Pour r > 0, ü existe des suites exactes : 

0 ^ HfiU,A) (Q/Z){4 ^ H^+\U,A{i}) ^ H^+\U,A){i} ^ 0, 

0 ^ ^ ^ TeH;+\U,À) ^ 0. 

Ici, A{i}) et H^~^^{U,TgÂ) désignent Im ^ id^'*~^(17, £nA) et\^^H^{U, gnÂ) 

respectivement. 
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Démonstration. La preuve est identique à celle de 12.181 □ 

Lemme 6.5. Pour chaque r il existe un accouplement canonique : 

H'^{U,A{^]) X ^ Q/Z 


qui est non dégénéré. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 12.191 □ 

Comme Hpm^(^, Z/?7,Z((i + 1)) = 0 et + 1)) = Q/Z (lemme 1.3 

de |Izql4| ), on a pour chaque u > 0, un accouplement : 

H^{U,nÀ)xH^+^-''{U,A) ^ H^+\U,Z/nZ{d+l)) ^ H^+%U,Q/Z{d+1)) ^ Q/Z. 
En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement : 

HQU,À) X H/+^-QU,A) ^ Q/Z. 

Posons maintenant, pour chaque r > 0 : 

DQU,À) = lm{H/{U,À) ^ HQK,À)). 

Ce groupe est de torsion de type cohni. 

Lemme 6.6. Soit r > 0. Il existe Vq un ouvert non vide de U tel que, pour tout 
ouvert V de Vq, le morphisme H^{V,A) —)■ H^{K,A) induit un isomorphisme : 

DQV,À) = mQK^À). 

Démonstration. On remarque que, si P ^ V sont des ouverts dans U , alors 
D'^{y,À) Ç D'^{y\À). Comme D'^{U,À) est de torsion de type cohni, il existe 
Vq un ouvert non vide de U tel que, pour tout V contenu dans Vq, on a. ■. 

DQV,À) = DQVq,À). 


Un tel Vo convient. □ 

Aûn d’établir un théorème de dualité pour le groupe de Tate-Shafarevich, il convient 
donc d’établir un théorème de dualité pour le groupe D^{U,A) : 

Proposition 6.7. On suppose fH \6. il) . On pose 

Dit^-’'°{U,A) = Ker{H<^+^-^°{U,A)^ H ^))- 


Il existe alors un accouplement canonique : 

D''QU,À){I] X ^ Q/Z 


qui est non dégénéré. 
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Il convient d’établir préalablement le lemme suivant : 

Lemme 6.8. La suite : 

est exacte. 

Démonstration. On a .4, = et donc, en utilisant la proposition 2.4 de 

|Izql4| , on a une suite exacte : 

0 H^°-\K^,À) Hl^{U,À) D^°{U,À) 0 . 

vexW 

Cela étant établi, la preuve est analogue à celle du lemme 12.221 □ 

Démonstration. (De la proposition WTA] 

Rappelons que, d’après le lemme 16.51 nous disposons d’un accouplement non dé¬ 
généré : 

([/,>!{£}) X Hl°+\U,TiÀ)) ^ Q/Z, 

d’où un isomorphisme [U., A{L}) —)■ On dispose aussi 

d’un accouplement : 

X H(°{U,À) Q/Z 

qui induit un accouplement ; 

H'^+^-^°{U,A){i} X Q/Z. 

Ainsi on obtient un diagramme commutatif à lignes exactes (que l’on appellera 
diagramme (1)) : 

0-- A) A{1}) -- A){L] -- 0 

0 -- À))^ -- TeÀ))^ -- -- 0 

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme diagramme commutatif à 
lignes exactes (que l’on appellera diagramme (2)) ; 

0-►(D’'"(E.4)m)®--(ff?(£/,.4)l'l)'>- 

En procédant exactement comme dans 12.211 et en utilisant la section [5] ainsi que 
l’hypothèse IH 16.111 . on montre alors que l’on a un accouplement non dégénéré ; 

D^o^U,À){i} X Df+2""°(V,.4){£} ^ Q/Z. 


□ 
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Nous sommes maintenant en mesure de conclure ; 

Théorème 6.9. On rappelle que k = k'{{t 2 ))...{{td)) avec k' un corps p-adique 
et que K = k{X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété 
abélienne sur K. On suppose fH \6. il) . Alors il existe un accouplement non dégénéré 
de groupes de torsion : 


X ^ Q/z. 

De plus, 111'’° (i^, x4) et 111'^+^“'’° (if, R) sont de torsion de type cofini. 

Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition 16.71 et du lemme 
16.61 en passant à la limite sur U. □ 

Remarque 6.10. • Les hypothèses de (H 16.ip concernent toutes les places de 
On ne peut pas restreindre ces hypothèses aux places de mauvaise réduction 
de A puisqu’on ne sait pas si l’ouvert Vq du lemme 16.61 peut être choisi égal à 
U. Ce problème vient en particulier du fait que le corps K est de dimension 
cohomologique 3 et que, même si n G est une place de bonne réduction, le 
groupe H^{Ov,A) peut être non nul! 

• Même si le théorème est une dualité modulo divisibles, dans la preuve, on a 
besoin d’une dualité locale qui n’est pas modulo divisibles. C’est pourquoi nous 
sommes amenés à faire les hypothèses IH 16.ip . 

Remarque 6.11. Toute variété abélienne sur K vériûe les hypothèses du théo¬ 
rème lorsque tq = 0. Dans ce cas, le théorème affirme que la partie divisible de 
IIld-i-2(^, p_priniaire. 

Exemple 6.12. Dans le cas où k est p-adique et X = k{u), si on se donne 
f{u) G , la courbe elliptique d’équation -1- f{u) vérihe les hypothèses 

du théorème pour tq G {1,2}. 

6.2 Approche avec les groupes de cohomologie non ramifiée 
symétrisés 

Soient ^ un nombre premier (éventuellement égal à p) et U un ouvert non vide de 
X sur lequel A a bonne réduction. Faisons l’hypothèse suivante : 

(H 6.13)^ • si i ^ P, pour chaque v E X\U, au moins l’une des deux affirmations 
suivantes est vérifiée : 

O i ne divise pas \Fy^d\, 

O les tores sont anisotropes. 

• sii = P, pour chaque v E X\U, au moins l’une des deux affirmations 
suivantes est vérifiée : 

O i ne divise pas |Eü,d|, 

O les groupes algébriques T^^d, sont triviaux. 
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Remarque 6.14. Cette hypothèse est nettement mois forte que l’hypothèse de la 
section précédente. Elle ne concerne que les places de mauvaise réduction et est 
vérifiée pour presque tout i. 

On note Z l’ensemble suivant : 

• si i P, alors Z désigne l’ensemble des v G tels que les tores T^^d-i, 
sont anisotropes, 

• si i = P, alors Z désigne l’ensemble des v G tels que les groupes algébriques 
Ty^d, ■■■yTy^i et By^i sout triviaux. 

On introduit le groupe suivant : 


m"'(i) := Ker //"'(A’, i) -+ H -4) x H Â)/H^P{K, À) 

\ vez vexW\z 

En procédant exactement de la même manière que dans la section 01 on peut établir 
le théorème et le corollaire suivants : 

Théorème 6.15. On rappelle que k = k'{(t 2 ))---{(td)) avec k' un corps p-adique et 
que K = k{X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété abé- 
lienne sur K. On suppose fH \6.1t^) e. Alors il existe un accouplement non dégénéré 
de groupes finis : 

mXüjm X ïïiyyif} ^ «j/z. 

Corollaire 6.16. On rappelle que k = /c'((t2))---((0)) avec k' un corps p-adique 
et que K = k{X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété 
abélienne sur K. On suppose (H \ et on note i ; ^ III^+j^(x4) 

l’injection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré à gauche de 
groupes finis : 

ui^^+fiÀm/rfiui^+fiAmdiy) X ïïËpün ^ q/z. 

Question : Quel est le noyau à droite dans l’accouplement précédent ? 

Remarque 6.17. Dans le cas où k est un corps p-adique, en utilisant le paragraphe 
15.3.21 il est possible de remplacer l’hypothèse fH I6.13P p par l’hypothèse légèrement 
plus faible suivante : 

« pour chaque n G X \ C, au moins l’une des deux affirmations suivantes 
est vérifiée : 

O £ ne divise pas \FyA, 

O la variété abélienne By^i est triviale. » 

7. Quelques remarques sur la finitude des 
GROUPES DE Tate-Shafarevich 

Le but de cette section est de donner, pour k = C((t)) ou k = Qp, des exemples de 
variétés abéliennes sur K pour lesquelles on peut déterminer si le premier groupe 
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de Tate-Shafarevich est fini ou pas. Pour ce faire, nous allons utiliser le théorème 

3.1 de |Tat66] . dont nous rappelons l’énoncé (adapté à notre situation) ; 


Théorème 7.1. (théorème 3.1 de ]Tat60( ) 

Soit Y une surface régulière sur k munie d’un morphisme propre f : Y ^ X à 
fibres de dimension 1. On suppose que les fibres géométriques de f sont connexes, 
et que la fibre générique est lisse. Si f admet une section, Br X est un sous- 
groupe de Br Y et on a un isomorphisme J) = Br Y/Br X où J désigne 

la jacobienne de la fibre générique de f. 


7.1 Cas où k = 

On se place dans le cas où k = C((t)). 

7.1.1 Cas où Y est un produit 

Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C'(fc) 7 ^ 0 et T = C Xk X. On 
note Je (resp. Jx) la jacobienne de C (resp. X) sur k. D’après le théorème 17.11 
le groupe Je Xk K) est égal à Br T/Br X. Par ailleurs, nous savons que 

Bri Y = H^{k, Pic 1^). D’après la proposition 1.7 de |SZ14] . le morphisme naturel 
H^{k, Pic Cfi) X H^{k, Pic Xjfi —)■ H^{k, Pic Yfi) a un noyau et un conoyau finis. 
Ecrivons la suite exacte de modules galoisiens : 

0 —)• Je{k) —)■ Pic ^ Z —)■ 0. 

0 —)■ Jx{k) —)■ Pic X-j^ —)■ Z —)■ 0. 

On en déduit une suite exacte de cohomologie : 

Z ^ H\k, Je) H^{k, Pic Cfi) 0. 

Z ^ H\k, Jx) H\k, Pic X^) 0. 

Les noyaux des morphismes surjectifs H^{k, Je) —^ Pic Cfi) et H^{k, Jx) 

H^{k, Pic X-jfi) sont donc finis. On en déduit que les parties divisibles de Bri Y /Pi X 
H^{k,Pic Yjfi/H^{k,Pic Xfi) et H^{k,Je) sont égales. Par conséquent, si Je n’a 
pas très mauvaise réduction, alors Je XkK)div 7^ 0. La réciproque est vraie 

par exemple si X est de genre 0, puisque dans ce cas, la partie divisible de Br 
est nulle d’après la section 2.9 de |SZ14] . 

7.1.2 Cas où Y est de dimension de Kodaira —00 

Soit Y une surface projective lisse sur k de dimension de Kodaira — 00 . Le cas 
où Y est une fibration en coniques sur une courbe est inintéressant, puisque la 
jacobienne de la fibre générique est triviale. 

Supposons donc que Y est une surface de del Pezzo vérifiant les hypothèses de l7.ll 
On note J la jacobienne de la fibre générique de K —)■ X. Soit L une extension finie 
de k telle que Y Xk L est rationnelle. Alors Br Y est fini, et donc 1II^(L(X), J Xk 
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= 0. Pâji" rGstrictioii corGstrictioii^ oii dcdiiitj TTT ^77^ J^div d* 
Remarquons finalement qu’il existe bien des surfaces de del Pezzo Y vérifiant les 
hypothèses de 17.11 Par exemple, il suffit de choisir Yq/C l’éclatement de en les 
points base d’un pinceau de cubiques et F = Iq Xc k puisque, dans ce cas, Y est 
une surface jacobienne sur P^. 

7.1.3 Cas où Y est de dimension de Kodaira 0 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas où Y est une surface projective 
lisse minimale sur k de dimension de Kodaira 0. La classification de telles surfaces 
montre que Y est un twist d’une surface abélienne, une surface bielliptique, une 
surface K3 ou une surface d’Enriques. 

Surfaces abéliennes. Supposons que X soit une courbe elliptique et soit Y le 
produit de X par une courbe elliptique E. Dans ce cas, Y est une surface abélienne 
fibrée au-dessus de X. Si E n’a pas très mauvaise réduction, alors, d’après l’étude 
menée en 17.1.11 111^(77, 77 K)div 7 ^ 0. Le cas où 77 a très mauvaise réduction est 
plus difficile, puisque Bri F/Br X est fini et il faut donc s’intéresser au groupe de 
Brauer transcendant Im(Br F —Br(F x^k)). 

Surfaces bielliptiques. Soit F = (77i Xfc772)/G une surface bielliptique, avec 77i 
et E 2 deux courbes elliptiques et G un sous-groupe fini de 77i agissant sur E 2 de 
sorte que E 2 /G = P^. Le morphisme vr : F —)■ 77i/G est alors une fibration ellip¬ 
tique isotriviale, de fibre E 2 . On prend X = Ei/G et on suppose que la fibration 
a une section. Comme le genre géométrique de F est nul et Alb F = 77i/G, on 
déduit que Br(F x^k) et Bri F/Br X sont finis. Cela montre que Br F/Br X est 
fini, et il en est donc de même de 111^(77, J) où J désigne la jacobienne de la fibre 
générique de tt. 

Surfaces K3. Supposons que X = ¥\. Soient Fq une surface K3 sur C telle que 
F = Fo XcA; est une surface elliptique sur X avec une section. On note F = Y Xkk 
et P = rg(7VS'(Fo)) = Tg{N S{Y)). Comme la variété d’Albanese de F est triviale, le 
groupe Bri F est fini. Concernant le groupe de Brauer transcendant de F, comme 
Br Fo = Br F, on a Br F = Im(Br F ^ Br F). Or (Br Y)div = (Q/Zf^-P. Étant 
donné que p < 20, on a Im(Br F —)■ Br Y)ciiv 7 ^ 0. Le théorème 17.11 permet alors 
de conclure que 111^(77, J)div 7 ^ 0 où J est la jacobienne de la fibre générique de 
F — )■ X. On remarquera que dans cette situation, la non nullité de IL1^(77, J)div 
n’est pas expliquée par le groupe de Brauer algébrique de F. 

Reste à rappeler qu’il existe bel et bien des surfaces K3 sur C qui sont des surfaces 
jacobiennes : 

• toutes les surfaces K3 avec p > 13 sont jacobiennes (lemme 12.22 de |SSin] l ; 

• pour P < 13, dans la section 3.2 de |HS11] . Hulek et Schütt construisent une 
famille de surfaces K3 qui sont des surfaces jacobiennes et qui vérifient p > 10 ; 

• d’après |CD89] . la surface jacobienne d’une surface K3 elliptique est une surface 
K3 de même rang de Picard, et toute surface K3 avec p > 5 est elliptique. 
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Surfaces d’Enriques. Si Y est une surface d’Enriques, c’est toujours une sur¬ 
face elliptique, mais elle ne possède jamais de section, ce qui ne permet donc pas 
d’appliquer 17.11 

Remarque 7.2. Si Y est une surface projective lisse sur k de dimension de Ko- 
daira 1, alors Y est automotiquement une surface elliptique, mais pas forcément 
jacobienne. Si Y est de type général, alors Y n’est pas une surface elliptique. 

7.2 Cas où A: = Qp 

Soient pei ^ des nombres premiers distincts. On se place dans le cas où k un corps p- 
adique. Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C(A) 7 ^ 0 et F = Cx^X. 
On note Je (resp. Jx) la jacobienne de C (resp. X) sur k. Comme dans le para¬ 
graphe précédent, on montre que la partie divisible de (Bri F/Br X){i} est tou¬ 
jours triviale. En particulier, si X est de genre 0, alors lII^(iC, Je x^ K){i}div = 0 
(et ce résultat reste vrai si C{k) = 0 par un argument de restriction-corestriction). 
Par contre, si Je 7 ^ 0, alors lII^(iC, Je Xk K){p}div 7 ^ 0. 

Question : Si X est de genre 0, est-ce que toute jacobienne J sur K vérifie 
m\K, J){i}div = 07 

Annexe : Le faisceau À 

En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait naturel de considérer 
Ext ^fR. 0/Z(d)) au lieu de A dans les sections |5] et [ 6 l II se trouve en fait que ces 
deux faisceaux coïncident. Pour le voir, il faut utiliser certains travaux de Breen : 

Proposition 7.3. Soient l un corps de caractéristique nulle et X un l-schéma 
séparé. Soit A un schéma abélien sur X. Soient r un entier différent de 1, i un 
entier quelconque et n un entier naturel non nul. 

(i) On a : 

ExfAA.O/Z(i)) = ExfAA.Z/nZii)) = 0. 

(a) Le faisceau E^x{A,Q/'Z{i)) est de torsion. 

(iii) On a : 

Ext\r(A,0/Z(i)) = liia Ext\r(A,'Z/nZ(i)). 

T 

n 

Démonstration, (i) • Montrons d’abord que le faisceau Ext ^fA, ’L/n'Lii)) est nul. 

• Pour r = 0, la multiplication par n est injective sur Hom ylA, ’Ljn'L^ï)). Ce 
faisceau étant de n-torsion, il est nul. 

• Supposons r > 2 . On a une suite exacte : 

ExY vlA, Z/nléd)) —»■ Ext vfA, Z/nZd)) —»■ Ext Z/nZfO). 

Or Ext Z/nZd)) = 0. Donc le faisceau ExY y {„A. ’Lln'Lii)) est n- 
divisible. Etant de n-torsion, il est nul. 
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On remarque alors que la nullité de Ext Çl-A, 'L/nL(i)') implique que le fais¬ 
ceau Ext 'yf^, O/ZfÉ) est sans torsion pour r 7 ^ 1. Or, comme Q/Z(i) est 
de torsion, en utilisant les résultats de |Bre69| (en particulier la méthode dé¬ 
crite dans le paragraphe 6 et le complexe 5.13), on déduit que le faisceau 
Ext ^f^, O/Z(0) est de torsion. Cela achève la preuve. 

(ii) Cela découle de |Bre69] (en particulier la méthode décrite dans le paragraphe 
6 et le complexe 5.13). 

(iii) D’après (i), on a une suite exacte : 

0 —)■ Ext^(R, Ij/nL^d)) —)■ Ext^(y4, Q/Z{d)) —)■ Ext ^R, Q/Z{d)) —)■ 0. 
L’assertion (ii) permet alors de conclure. 

□ 
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